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LEÇONS 

DE CALCUL DIFFÉRENTIEL 

£ r 

DE CALCUL INTÉGRAL . 


CHAPITRE VII. 

De l'intégration des formules différen- 
tielles qui ne renferment quune feule 
variable . 


66. J.L va être queftion de l’intégration de la for- 
mule différentielle Xdx, dans laquelle X eft une 
fonction quelconque de la feule variable x & de conf- 
tanres. Premièrement, fi X eft une fraâion ration- 
nelle, on pourra toujours, lorfqu’on connoîtra les 
fadeurs du dénominateur, décompofer Xdx en une 
fuite finie qui ne renfermera que des termes de la 


forme de ax n dx , 


adx ( a-hbx) dx 

(P ~ **<*)" * (/>*•+• 

Ce 
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4 ° 3 


r . . piu. fin. £ 

p u lin. C , & par conlequent dx = — , Ja 

î. 

formule différentielle fe chan- 

p z -h*pqxcol. C-i-q' x 1 

i du , 

— qui a pour mte- 


géra en celle-ci 

p q liu. G 1 -+- u 

A tang. u* 

grale — — . Donc la formule différentielle 


pq (in. £ 

(a -f- bx)dx 


r , a pour intégrale com- 

p z -i-ip qx col. C-f-ÿ 2 * 1 

. i , n? — IpcoCC 

plette log. r-b- r — r — tang. «+c= 

i q l pq'~ lin. 6 

i , r _ fl<7 — ipcof.C 

— — log.C^ : -+-2/7^A'cof.£-b^ I ^ î )H 

î ÿ* a p J* lin. G 

pcof. C-t-ojf 

/? tang. ; — }-c. Au heu de la confiante arbi- 

p un. G 

. . . . . aq — ip cof.£ cof.C 

traire c , le puis écrire c — — ; — A tang. — — - , 

‘ 1 pq 2 lin. G b lin. £ * 

& de cette maniéré les deux derniers termes de l’in— 

. , . • . fl( 7 — bpcoC.C/ pcof.S-|-a* 

tezrale deviendront r [ A tang. 

- t * lin. C \ 


pr 


püu. £ 


— A tang. -H c ; or on démontre dans les 

. Im. C / 

Elémens de Géométrie que, le rayon étant pris pour 


l’unité, tang. (y — %)■ 


A tang. 


p cof. £ -+- <7 x 
p lin. C 


tang. y — tang. ? 

Z ! — ■ , ■ 4 

I -4-cang.^ rang, i 
cof. £ 

A tang. — — = 
lin. G 


; donc 


A tang. — — — . En faifant ces chanaemens, au 

6 p -+-qx col. £ ^ 

lieu de l’intégrale complette trouvée précédemment. 

Ce ij 
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on a celle-ci : 


Du Calcul 

» 


xq- 


log. (p'-hzpqx co(.C + q 1 X l ) 

Lefeul 


a a — b v cof. C 

•4 ï /î tang. 

^ fin. C p-+-çxcof.C 

cas qui paroît échapper eft celui ou G — O j alors 

. ( <z -4— bx)dx . n# i 

la différentielle devient — — - — — , qui eft égalé 

(p-hqx) 

' S aq hp , dont l’intégrale 

complette eft —log .(/>+?*) — 5 » 

Mais fi au lieu de fuppofer £ = o, on l’eut fuppofé 
infiniment petit, ce qu’on exprime en écrivant pour 

cof. C l’unité, pour fin. C l’arc G lui-même, & ■ - 

pour A tang. la dermere formule m- 

b 

tégralc auroit donné dans ce cas-ci -^-log.(p-4-f*) 

(a<y bp)x t QU mettant c _ _ 11 L pour 

^ P*(p-+-9*> 

b aq — bp 

log. 

Nous aurons réfolu complettement le Problème, 
fi nous pouvons faire dépendre l’intégrale de 
(a+b,)ix ceUe Je 


P 3 * 
•c. 


(p l -t-xpqx cof. G-hJ 2 **)'’ - *' 1 

d X 

1— ; car en defcendant tou- 

(p 1 -hipîXCof.C+-? , x 1 ) n 

jours de la même maniéré, nous parviendrons enfin 
à une formule différentieili que nous faurons inté- 
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grer. On fuppofera J* ^ 
A-\- Bx 


I N T ê « R A i; 

(a-bbx)dx 




p , -hzpg xcof.C-t-q^x*)" ' 
r Kdx 

'-fcF- 


{p*-hxpqxcoC.l-hq*x*) m ' J(p a -+- ipqxcof.G-hq i x' l ) a 
A , B , K étant des coefficiens confiants indétermi- 
nés. En différentiant & divifant par dx, on en tire 
a- 4 -i* 

(p l -h x pqx cof. C -h q*x* )”■+* 

— n (A-hBx) (*pq cof. G h- i q*x ) 


(p 2 -h * pqx cof.C-hq * x 1 )" ■+ 1 

— ; & réduifant tout au 

(p* -J- 1 pqx cof. G-t-q*x*)* 

même dénominateur , après avoir fait pour abréger 
B-t-K = H , on a l’équation identique a-\-bx = 
Hp * — 2 Anpq cof. f+(2H — 2 Bn)pqx cof. b — 
2 A n q 1 x -f- ( H q 1 — 2 B n q l )x\ qui donne 
Hp * — 2 Anpq cof. C—a, (2 H — 2Bn)pqco(.G— 
2 A nq 2 = b , H — 2Bn = 0 ; & par conféquenc 
2 Bn p 1 — 2 Anpq cof. C = a, 2 B np q cof. C — 

ao cofl G —lv 

2Anq x =b , d’où l’on tire A=~ 


B = 


aq — bpcof.C ^ (*n- 


x npq 1 fin. C» 

■ 1 ) {aq — bp cof. C) 


f 


xnp 2 q lin. C* * i/ip’flün. G* 

Le Problème efl donc réfolu , & on a 
(a-t-ix)d* 

(p* -f- ipj# cof. C -+ -q* x 1 ) a + 1 
apqcof.G — bp l -h{aq 2 — bpq cof. 6)* ^ 

mp x q* (în.G* (p 1 1 pqx cof. G-hq 2 x 1 ) n 

(1 „— Qn vo . t 
xnp z qi\a.Z 2 (p* -4- ipqx col. G -t-? 1 #- )" 
de plus (comme M. Jean Bernoulli l’a dit le pre- 

Cc iij 


f- 
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mier dr.ns les Mémoires de l’Académie, de 1702) 
que l’intégrale complette de toute formule différen- 
tielle rationnelle ne peut renfermer d’autres quantités 
tranfeendantes que des logarithmes & des arcs de 
cercle ; il nous refie à éclaircir les propofitions que 
nous venons de démontrer , par des exemples. 

On demande d’intégrer la fradion rationnelle 

— — 5 g! j e dé nom i na teur a fes deux fac- 
at -+■ b' x -h c‘ x - 

teurs réels & inégaux, on pourra les repréfenter par 
e-hfx, g-+-hx-, & la fradion propofee deviendra 
(a-ï-bx)dx a h — b g dx af — be 


{a-hfx){g-hhx) 
d x 

■ , dont l’intégrale complette eft 


he — fg g-4-hx he — fg 

a h — b g 


e -+-/ x 
log. (g -h h x) 


he — fg 

af — be log. (e-hfx ) 


h — fg ’ / 

les deux fadeurs font réels & égaux , on aura a in- 
( a-\-bx)dx {ah — bg)dx 


tegrer 


+ 


bdx 


{g-t-hx ) 1 h{g-+-hx) x ' h{g-i-hx) 

& il eft vilible que ce fécond membre a pour intégrale 

complette — + — log. (g+ hx)+*. 

Enfin fi les deux fadeurs font imaginaires, on pourra 
donner à la propofée la forme que voici: 

(a-{-b x) dx _ . 

. boit encore pris pour exem- 

1 K col. 6 -j- Q 1 JC 1 r r 

dx 

On trouvera , 


p -+-1 pq k col. fc -r -q x 

pie la formule différentielle 


( 1 -t-x + ) 5 

par les méthodes expliquées dans le Chapitre IV, 

, „ n . , v (» — xy/iUx 

ou die eu égalé a — — ■+* 

^ ° 8 (i — x\/i+x *)* 
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3 ( * — Xy/l)d X ( T -+ -x\/z)ix 

+ 


»6(i — xÿ i + x*) 8 ( i -t-jev/i -H* 1 J 1 

3 C -* — « y/ » ) </ -v p ix 

— . Donc / = 

i-*-x ) J ( i -f- x*) z 


t6 ( 1 -+-* \/ 
i 


— xy'i-t-x 1 ) lôy' 

+ l£l^ tang 1 


log. (1 — jrl/îH-j: 1 ) 


1 6 
3 


lôy^ : 


A tang. 


V * 


y/i — x 8\/i( i -+-* l/ 1- *-* 1 ) 

log. (i-+-x]/ 2 -f-a: , )-h - ^ * ■■ 

1 6 

Mais le rayon étant pris pour 


i» • , tane. 7 -4- tane. ? , 

1 unité, on a tang. ( y-\-7) = — ;donc 

. 1 — ung.^ tang. J 

. x a x a xy/x 

A tang. — h A tang. — —A tang. ; 

l-+- X \/ X X 1 — x 1 


& l’intégrale complette demandée eft c H 

» ;i/‘ . x \/ z 

’ ■ A tang. 


1 6 y/ x 


log. 


— je\/ *-+-** 


16 


Il feroit inutile d’ajouter un plus grand nombre 
d’exepnples , après les détails où nous fommes entrés 
dans le Chapitre cité; nous paflerons à la maniéré 
de rendre rationnelles les formules différentielles qui 
ne Je font pas , en avertifTant qu’il ne nous fera pas 
poflible de nous étendre beaucoup fur cette partie 
importante de la méthode des quadratures qui n’eft 
encore que très- peu avancée. 

On propofe de rendre rationnelle la formule 

d X 

, Premièrement les fadeurs de 

\Z(a-H bx-hcx 1 ) 

a-\-b x-hc x 2 font inégaux, mais réels & repréfentés 
par eH-/.r, g-î-hx-, on fera (e+i-»-)(g+b) = 

C c iv 
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)* , d’où il fera facile de tirer x =a — 

1 7=r - J ~ T /f— <o» ■Vk‘+f*> 

, (eh — fe)T . 

(g-+-A*)] = — , & par conféquent 

— il — — ■■ Si Y* & h ont le mê- 

V (*-+-bx+cx x ) f? — h J 

me ligne , cette formule rationnelle pourra être chan- 
gée en celle-ci — -r~( — } , 

qui a pour intégrale complette — log. 

ou mettant pour ? fa valeur - , on trou- 

V V('-hfx) 

vera pour l’intégrale complette demandée , 


log. 


Vf\ / (g-*-h*)-t-VW(e-*-fx) 


y/kf 
-H c. Si les deux 


Vf\/g -*~ hx ) — */ A vV -+•/*) 
lettres/ & h ont différens lignes, la formule ration- 


nelle 


— 1 d l 


aura pour intégrale 


fl 1 — h V ( — *hf) 

A tang. j V —r~\ & on aura pour l’intégrale com- 


plette demandée —A tang. — — — - -fr-c. 

r y/ — A/ 6 Vh s/(e+fx) T 

Mais les deux facteurs de a -\~bx-+~cx* peuvent 
être imaginaires; dans ce cas on donnera à ce tri- 
nôme la forme que voici p 1 ~P-2pqx co^.Q-^-q'x 1 
& fuppofant cette derniere quantité égale à (p$-h qx)'» 

p ( « — l 1 ) j 

on aura # = — — , dx = 

ig^ — coi.Ç) 
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4°S> 


— . Donc dans le cas de 

x q ( j — col. C ) * 

dx 

deux fadeurs imaginaires , — — : — de- 


vient 




?(? — cof.C) 


+ cr>) 

• , & a pour intégrale complette 


log. 


log. (z — cof. C) •+ c 


t/(p*-t-ipçxcof. C-+-ÿ*x*) çx — pcof. C 


■+• Ci 


Il eft clair que par les mêmes fubftitutions on rendra 
rationnelle toute formule qui ne renfermera que des 
quantités radicales de cette forme j/ (a-\-bx-\-cx 1 ), 
Ainfî on pourra toujours rendre rationnelle la for- 


mule K x ir —'dx(n-\-px r -irqx' r )~ï, fi i & s font 
des nombres entiers poGtifs ou négatifs ; car en fai- 

Tant x T =u, cette formule devient u‘~ , du(n-t-> 

i 

pu-j-q u') 1 , qui ne peut renfermer d’autre quan- 
tité radicale que p u~+- qu*). 

On demande les cas où il eft poflîble de rendre ra- 
tionnelle la formule K x m d x (p q x r ) t } Si s eft 
un nombre entier quelconque ou zéro , il fuffira de 
fuppofer x —y* , p étant le commun dénominateur 
des deux expofans m 6c r. Mais fi s eft un nombre 

fractionnaire — , & qu’il foit queftion de rendre ra- 


tionnelle la formule Kx m dx (p-+-qx r ÿ ; on fera p- f- 


qx r =u *, d’où (p~+-qx r )*=u‘ r , x= 
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^ y , i- x== 'i" d x —y 

\» q S ^ q r \ q y 

en fubftituant ces valeurs, la formule propofe'e devien- 

ç m — H t j 

dra du(— — ^ r , qui fera 

rationnelle toutes les fois que 


m -f- t 


fera un nom- 


bre entier quelconque ou zéro. Je donne à la même 

9 T Z m 

formule la forme que voici, Kx m -* i dx(px~ r -\-q’)i> 

r 

& je fais px~~ r -i-q — ut, d’où ( px r -+-£)« = u r , 

k - (~r~ y.^ 7 =C-r—) T+7 ^= 


u —7 


— pfU * 'du / p \r 1 
r(u* — 7)* u f — 7 


u —7 

ce qui la change 


en celle- 


<r+e~ I , _ f 

. c i K P/ >U ° u / P \ r 

r(u ! — 7) 1 u s — 7) 




qV 

m-+- t 


qui eft rationnelle fi 

r 

entier quelconque ou zéro. 

Ainfi on rendra rationnelle la formule 


— eft un nombre 

p 


d x 


en faifant p z x i H-i=u ï ; & on la changera en 
celle-ci — , dont l’intégrale complette eft 

u 1 — I 

: ,0 B- c = • l0 S- , + 

Si j’eufle fait ]/ (p 1 + *’) = *-+• u ; j’aurois chan- 
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gé la formule propofée en celle-ci — ; & j’au- 

rois trouvé pour l’intégrale complette demandée — 

lo S- [l/Cp’+x 1 )— *]-+-c\ou log .-- ;, 1 

-+-c\ En déterminant la confiante arbitraire par la 
condition que l’intégrale foit nulle lorfque x = o , 

/ ' dx 

-7— — Iog.— - =* 

Io S- "~~'T — T-= lo S- • Par 


V(.p'‘-t-x*) X - P 

cés deux mêmes transformations , on rendra ration- 
nelle la formule Kx+dx ]/’(p t -+- x 2 ). Car fi l’on 

fait p* x *-+- 1 =k* , elle devient j 

(“* J )4 

& fi l’on fait J/ ( p 1 -H a: 1 ) = on la change 

e „ HWi y. 

U \ 1 u y \ tu J 

c 

La formule Kx”dx Ç~~~— ^ « étant propo- 
fee; on fera-^£-=e,, d’où (££*£) W. 

*- (-^=f)-. r-(i*=Lÿ, i*= 

q — 5'u ? — q'u 

r ^ p' u * — ^ ^ p'u*~'du ^ 


q q u 

q 1 (p‘ u f — p ) u* 'du 

(q — q'u)* 


q — q u 


^ ; & comme par ces fubflitu- 
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ÎC 9 ^ ^ * d u 

tions cette formule devient — - 

(£tLr-'( /+ Mz!l) , 

7 — 9 '“’ 9 — 7 * u * 

voit qu’elle fera rationnelle toutes les fois qu’on aura 

pour - CT ~*~ un nombre entier quelconque ou zéro. 


on 


6y. Ainfi dans la méthode des quadratures , on fe 
propofe pour but principal de ramener une différen- 
tielle propofée à quelqu’autre différentielle que l’on 
fâche intégrer. Soient, par exemple , ces deux formules 
différentielles kx m dx( p~\~qx r y & ix*d x(p-+-qx r ) s i 
on demande quand il efl poflible de faire dépendre 
l’intégrale de l’une de l’intégrale de l’autre ; ou , ce 
qui revient au même , quand on peut fuppofer que 
fhx m dx(p-\-qx') , = 'i r -+-K.fx H dx(p-{-qx r y , 
étant une fondion algébrique de .v & de confiantes, 
& K un coefficient confiant quelconque. 

On tire de cette équation d'¥ — (hx m — JCar") 
(p m i m qx r ydx ; & il efl clair que ne peut être 
égal qu’à (p H- q x r )‘ + 1 multiplié par une fuite 
finie de cette forme, Ax k -\-Bx k +*-{-Cx , '* 1 i a -+-&:c, 
A, B, C, &c étant des coefficiens conflans, & x, 
I* des nombres quelconques. Je fuppoferai donc 
fhx m dx(p-*rqx r y=(p-\-qx r ) i '+ 

Cx x * l *-\~ -\-Hx K + i t i )-\-Kfx a dx(p-\-qx r y. 

Après avoir différentié cette équation , je divife tous 
les termes par dx(p-\-qx r y, & je fais pour abré- 
ger (j i ) r = ç ; ce qui me donne hx m — 
Ax**'-' -+■(*-+- fx.-±-ç)q B x K +'‘+ r ~ l -+- 

(x-f-a^-f -e ) ^ Cæ a+1 1 

X*+ , i i + r - 1 -i-\pA x*7' •+! 
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-+-(*-4-6fOpHx* +, '*- , -f-Kx\ J’ordonne 

cette équation identique comme il fuit : 


^ (A -+-/>)</ /J** -*' r 


•+- A pAx*-i •+• (A 4-aÔ]>Bx* ■*•#*' » -K.« 


H- (a H- «/*-+- y») çHj -y + ih+r-i *' 



o » 


j’ai laifle deux places vacantes, l’une marquée*, l’autre 
marquée **, pour y pouvoir placer alternativement les 
termes — hx m & Kx". Si je mets le premier à la place 
marquée*, & l’autre à la place marquée **, j’aurai x-f- 
r — i=m,fi+r=o,x+8(u — i=n; d’où l'on tire 


m — n _ 772 — n 

A=m — r- 4 -i, /j-= — r & 04 - 1 = . Or 

. r r 

étant l’expreflion du nombre des termes de la férié 
Ax A -+-2tc , doit être un nombre entier pofitif; 8 c 
dans ce cas on a, pour déterminer les coefficiens, 

cette fuite d’équations (a) (x>-t-Oÿ-<4 = A, 

(a -+-/*-+■ f )qB-± m *pA=o , C A *+“ 2/A-4- ç)^C-H 

(x+/*)pB = o,‘ (A4~0/*4-ç)ÿtf4- 

( a - j- (0 — i ) • /*)pG=o , K 4- (A4-0 /x)pH=Ot 
Je mets le terme Kx" à la place marquée * , & le 
terme -—hx” à la place marquée **; cela me donne 
a -f-r — l—n, ft-+-r= o , A4-0/U. — i = m; d’où 
l’on tire X = n — r+ 1 , ju — ■ — r & 04 - 1=3 


m 


Ainfi 


r 


n — m 


r 


doit être un nombre entier 


pofitif ; & dans ce fécond cas , on a pour déterminer 

les coefficiens cette fuite d’équations ( b ) 

( A 4 -p )qA-t-K = 0 , ( X-\-f*-h?)qB-\-XpAz=:O t 

(A4-2At4-?)$C4- (A 4 -/*)pB — o 

(a4-0/a-4-ç)^H4-(a4-(8 — 1 ) ■/*)f G= o , 

(A4 -Qf*)pH~k. 
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On peut ordonner la même équation identique 
de cette autre maniéré : 



■4-i*-hp)qAx k + r - 


i + (A+t,tt)pCï x+l M-i -4- 


-4- (a-Mju ) p Hjc» + i /* - 1 ** 

( A ■+■ ( 9 — 1 ) . h -+- P) q G X *■ -H s - 1 ) • /*■ + r - “ ' -f- ( A -+• V -+- P ) Ç H*' +r ~ 



en confervant toujours deux places pour y mettre 
alternativement les termes — hx m & K x* . Si je mets 
— hx” à la place marquée*. & K x n à l’autre place, 
j’aurai x — i =m, fx = r , x -4- g y. -f- r — ï = n; d ou 

l’on tire 0 -+- I = — — , qui eft l’une des condi- 

r 

lions qu’on a déjà trouvées. Cet arrangement donne 
alors pour déterminer les coefficier.s , cette fuite 

d’équations (c) *pA=h, 

(x-+-pL]pB q A — o , (*-\-2 /j.)pC~h 

(x-4-jtx-h ç )qB—o (H 

(x-4-($ — i ) • ^-+-C)? G = °» K_ +“ 

(x-+-0^-t-e)ÿH==o, qui ne différent pas des 
équations fc, comme il fera facile de s’en affurer en 
jfubftituant dans les unes & dans les autres , pour g 1 


(a valeur • En mettant Kx n a la place mar- 

r 

quée * & — hx m à l’autre place, on trouve ^ — 
j — n _ /j, = r & x H— 3 [a r — x = tn , d ou Ion 

tire 5+ i = — — — , qui eft l’autre des conditions 

r 

qu’on a déjà trouvées ; & on aura pour déterminer 
les ccefficiens dans ce cas -ci une fuite d’équations 
qui feront les mêmes que les équations a. Ainfi ce 
fécond arrangement ne nous apprend rien de plus 
que le précédent ; & le Problème n’eft pofîïble que 
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lorfque l’une de ces deux quantités 
eft un nombre entier poficif. 


ou 


41; 
— m 


Si 


m 


: S + 1 , 8c eft par conféquent un nom- 


bre entier poficif , les équations a donnent 

h D (m — r-hi)pA 

, U — 


A = 


C=- 


*)? 

(m — 2 r-f- 1 ) p B 




( m-+- ( x — 2). r-f- 1 )q 
{m — 6r -f- 1 )pG 


h= — ‘zr i xr . . , k = — ( m — 

(m -+-(x — 8 ). r-f- 1) q 

(34-1 (A) . . - .fhx m dx(p-)r‘j[x r y = 

. / h x m — r ■+• 1 

c f+î-'r ■ (— 

Ttt — r-f- i)p(i) 


■i)q 

(m — xr-f-OpCi ) 


(ra-+-(x — i).r-f- 1 )qx r 


— 2). r-f- i)qx r 

(m — «r-f-Qj>( 8 ) \ 

(»n-f-(x — 9 ) r-f- x )<7* r / 

( m — r-f-i) (m — ir-f-i) ( m — ( 9 +i).r-|-i) 

( m-wr-+- i)(/n-f-(x— 1 ).r-+- 1). . . ,(,m-+-(x — 8 ).r-f- 1) 

. „ .<•*-! 
h 

? 

— — — = g 4- 1 , 8c eft par conféquent un nom- 


(j-y*'fx* d x(p+ q x r )‘. 


Si 


bre entier pofitif, les équations c donnent Ai 
k n (m-f- ( x-f- 1 ).r-+- 1 )q A 


(m 


r 


- , B-- 

1 )p ( m-f-r-f- 1 ) p 

(m-f-(x-t-i).r-f-x)ç 2 î 
(m-f-tr-f - j ) p 


Digitized by Google 



4i 6 


Dur Calcüe 


h= lf±li±îH±l2î£ , k=— 

(m-+- 6 r-t- i )p 

(j- 4-0 -h i).r+i ) çH> & (B) 

fh*"dx(p+qx'y=:(p+qx'y+' Ç}*""*' 

(m-b(s-h\).r+i)qx'(i) 


w-H Op 


(m-fr + 1 )p 


( m+ir+i )p 


(m-f-6r-+- i )p ) 

(m-f-i 1 ) (m-Mr-M) 

Dans l’une & l’autre formule , ( i ) marque le pre- 
mier terme de la fuite finie, (2) le fécond, &c; & 
quant au dernier terme de chacune, il aura le ligne 
>4- ou le ligne — , félon que 0-4- 1 fera pair ou impair. 
Nous trouverons , par exemple , que l’intégrale 

de — * dx ~— , e étant un nombre entier pofitif, 

, que l’on fait être 


dépend de celle de 


*/(» 

log. i-4- •*■*)) lorfque x* a le ligne -K & 

A lin. x lorfque x* a le ligne — . En effet — - , 

étant égal à e , eft un nombre entier pofitif; on fera 
ufage de la première formule , & on aura 

(lî — 1 )x»< — » (le — orii ?--?)* 1 *— * \ 

i) dr.ie( ie — '-A~ e — * 
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a- -, Çig— 3) (1) | • /* dx 

^ 1 f( l e-r)(t£-4)...( l ) t - Ij J 3/(1 ±* 2 ) ’ 


x * J x 


Si e — 1 , la propofée eft ; ; — , qui a 

^(>3* ) 

pour intégrale complette — j/ ( 1 

1 

if- VT ^T^ + c i G e — 2 , la propofée eft 

jf 4 d x 

— t -4- ‘ * q u * a P our intégrale complette 

•H- c ; &c. 

En faifant ufage de la fécondé formule, nous trou- 
verons que l’intégrale de — — ~ — — — — , e 

étant toujours un nombre entier pofitif, dépend de 

celle de * — ~rr*r que l’on fait être 

«v/ixiti* ) 

.. rt v'i ».zt **) hF i -r-. - n — m 

Mog. — — . En effet, étant 

V / (x±LJC I )-+- 1 r 

égal à e , eft un nombre entier pofitif ; & on a 
dx _ ^ . . x — 1 • 




\/ ( 1 +Z x 1 ) " ’ ' “ ie 

(ic — i)x — **-*•* ( ie — i)(te — i)x— **•*• + 


xe( ic — t) 


ie(î« — 1) (te — 4) 


f T. 


■ • ‘]±‘ 

/ d x 
x */(* 


(te — i)(te — O* 


■(x) 


ie(ie—ï) (te — 4) (t) 


Dd 


(±i)* 
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Si t— 1 , la propofée devient 

a pour intégrale complette — 
dx 


dx 


; & 


x 3 y/ ( 1 -+- x 1 ) 

V( 

x ' ^ 

1 .T* 


- C- — •+* c ; fi e = 2 , la propofée de- 

vient — ? , & a pour intégrale complette 

X* ) 

. , / *— + I.?ar~ a \ ï.j 

l/^C 1 rfr A ' 1 ) ( ± ) ■+• * 

r V 4 *-4 J î-4 

/ dx 
x\ /( 1 -+- 


4 

- 4 - c; 8cc. 


✓Oit* 2 ) 

Il pourroit arriver que 


m- 


étant un nombre 


entier pofitif, & 


m -4 - 1 


-f*j un nombre entier po- 


fitif ou zéro; ou que 


n — m 


étant un nombre en- 


1 tier pofitif, & m ~*~ * - un nombre entier négatif ou 

zéro, un des termes de la fuite finie fût \ ou infini , & 
que le Problème ne fût pas réfolu. Par exemple, on 


verra aifément que 


dx 


dre de 


dx 




ne peut pas dépen- 


de ' \ / ( 1 — -x* ) 


, quoiqu on ait m = o 


n= t — 4, r=2, & par conféquent — — — un nom- 
bre entier pofitif. On fait que la première de ces quan- 
tités eft la différentielle d’un arc de cercle ; l’autre a 


pour intégrale ■ 


3 ** 


]/( i — x 1 ). Mais nous 


avons démontré précédemment que dans les deux cas 


Digitized by GoogI 


Intégral. 4ip 

dont il eft ici queftion ,1a différentielle hx m dx(p-\-qx r )‘ 
pouvoir toujours être rendue rationnelle. 

Les formules A & B donnent hx m dx(p-{-qx r y 
intégrable algébriquement dans les deux cas fuivans. 
1". Lorfque m-— (8-f-i)r-+-i fera zéro fans que 
— 8)r-i-i le foit , ou toutes les fois que 

t n’étant pas égal à — 1 , — — — fera un nombre 

entier pofitif; 2 0 . lorfque m+(j+(l + i)r4 1 
fera zéro, fans que m-4-ôr-f-i le foit, ou toutes 

les fois que s n’étant point égal à — 1 , - m ~*~ 1 s 

fera un nombre entier pofitif. D’où il fuit que les deux 
x* e ■+■ 1 dx d x 

différentielles- - — — ■ & — — — -, eétant 

t/('±i**) x- e \/(i -+ X 1 ) 

toujours un nombre entier pofitif, font intégrables 
algébriquement. L’intégrale complette de la pre- 

_ / ï” ' zex 1 *— 1 

miere eft [ ± 77 — dt 

\ î(+i ( te-+- i) ( te — 1 ) 

ie(it — i)x te 4 \ * 

— — — — • • • J ± c » 

( i e- 4 - O ( 1 e — i)C lf — 3) / 

( x — s * -+■ * 


(te — i)x— ie 

4 - — — 

— (te — i)(»e— 3) 

3e ferai en partant une remarque qui pourra paroître 
intéreflante. L’intégrale de — 7—, prife de 

maniéré qu’elle s’évanouifTe lorfque x=o, devient 

lorfqu’on fait x = i ,tt étant la circonférence dont le 

^ D d ij 
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rayon efl i ; s’il étoit queftion de trouver ce que 

... p x :e dx px'- e + l dx , 

deviendroicnt I & / .dans 

J v"(i — * ) J V( l — x 1 ) 

les mêmes hypothèfes , les formules précédentes don- 

/ > x'*dx T.}.? If — i » 

_ , 

y{ i — x ) z. 4. 6 1e 4 

/ x te ~+-'dx z. 4 . 6 1e . 

■ *■ • — ■ — ■ ' > donc ^ 

y(i — x 1 ) 3 . 5-7 i«h-i 

p x lf dx px ie ~ h 'dx 1 » „ . 

I — 7 i r • / — ; r = • — • Soit 

ar = | A ; cela pofé. comme x étant pofitif, jc =0 
donne \ = o , & ar — 1 donne { = 1 , on a 

%/C * — î lA ) J V( l — ? lA ) ze-t-i 4 * 

ou ( faifant 2 eA + ^ — 1 = /* , d’où l’on tire 

. I== ■“-*-* > r ^ _ 

a 'J y'ti — jia) J V / ( l_ ? 1A ) 
1 .— . Ainfi le produit de ces deux inté- 

A. (p-h I ) 4 

grales , prifes de maniéré qu’elles s’évanouiflënt lorf- 

I 7 f 

que x—O t devient — ; — . — lorfqu’on fait 

,r =1 ; & il pourroit arriver que chacune en particulier 
ne fût ni algébrique ni dépendante d’un arc de cercle. 

Lorfque l’intégrale de hx m dx (p qx r )‘ n’étant 
point algébrique , on voudra l’avoir en fuite infinie, 
on pourra faire ufage de ces mêmes formules qui 
donneront pour intégrale approchée l’une ou l’au- 
tre de ces deux fuites dont ori choifira la plus con- 
vergente. 

, . / hx" — ' •+« 

I» 
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)gx r 

— &c^ ; 

(U) (p-\-qx r y + * ^ 

(m-j-(J-f-i).r-t- 1 )qx r ( 1 ) 

( m+r+i)p 


(m — 

(m-h(s — i; .r-f-j )qx r 


hx" 1 ■+* 

( m-+-i)p 


— &c^. 


(m-t-ir-ht)p 

Mais on ne pourra pas faire ufage de la première 
fuite , lorfque — - — + s fera un nombre entier 
poficif ou zéro; on ne pourra pas faire ufage de la 


fécondé , lorfque 


m -+- 1 


fera un nombre entier né- 


gatif ou zéro ; & on ne pourra faire ufage ni de l’une 
ni de l’autre lorfque les deux chofes auront lieu à 
la- fois. Au refie, nous avons déjà remarqué que dans 
tous ces cas la différentielle pouvoit être facilement 
rendue rationnelle. On obfervera encore que pour 
trouver de cette maniéré les intégrales complettes , 
il faut , en intégrant , ajouter des confiantes arbi- 
traires; & lorfqu’en faifant ufage des deux fuites, il fera 
poflible d’avoir l’intégrale complette d’une différen- 
tielle propofce fous deux formes différentes, on ne 
fuppo fera pas qu’elles renferment chacune la même 
confiante arbitraire , car il efl évident que les deux 
fuites différent d’une quantité confiante. Enfin, pour 
donner un exemple , je propoferai de trouver en fuite 

dx 

infinie l’intégrale complette de qui fera 

✓ **) 

la valeur de Tare qui a x pour finus, le rayon étant 

Dd iij 
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égal à l’unité, fi elle eft prife de maniéré qu’elle Toit 
nulle lorfque x—o. A caufe de m = o , t=i , 

J = — ; , on a — — 1-5 = 0, & il eft clair 

r 

qu’on ne peut faire ufage que de la fécondé fuite 

qui donne A fin. x— ( x H — — h — — — h&c^ 

( I — x*). Lorfque x — ï , l’arc eft de po° ; ce- 
pendant à caufe de j/(i — x*)=0, on pourroit 
être tenté de croire que nous avons trouvé O pour 
fa valeur. Mais en y faifant plus d’attention , on verra 
que la fuite qui a pour fadeur o, eft j ou infinie, 
& qu’ainfi nous n’avons trouvé pour l’expreftion de 
l’arc de <?o° que J, ou une quantité indéterminée, 
ce qui n’eft point abfurde. 

Au lieu de fuppofer que le binôme p-4-qx r eft 
élevé à la même puiffance dans chacune des diffé- 
rentielles , nous le fuppoferons élevé à des puiffances 
différentes ; & nous demanderons les conditions qui 
doivent avoir lieu, pour que l’équation 
fh x”d x ( p -+• q x r y = ( p q x r )' ~ 4 * 1 •*••4- 
Kf x n dx (p-j-qx r )' foit polîible, par * on entend 
une fuite finie de la forme de celle dont nous avons 
fait ufage dans le Problème précédent. En différen- 
tiant on aura , après avoir divifé par dx, & fait 
pour abréger (j4-i).r=?, kx m (p-4- q x r )'=s 

!qx'-'(p + qx r y'r + (p+qx'y-*-' 

Kx n (p -+-qx r Maintenant ou s eft plus grand, 
ou il eft moindre que t ; s’il eft plus grand, je ferai 
j — t — t , & je changerai l’équation précédente erv 
celle ci, hx m (p-+-qx r ) T —çqx r ~'(p-hqx r ) T * -f* 
rf'ï' 

(p-+-q x r ) x +' — \-Kx”. Soit(/>-hî^ r ^ T ’ H, 'J'= ri > 

u X 
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en fubftituant dans la derniere équation pour 

. t}'? 

(p-bqx r y* & ( p-+-q x'y* 1 Jeurs valeurs, 

je trouve, après avoir fait pour abréger Cf — r.- 
(r-h I ))q=q' , h x m (p-+-qx r ) T * 1 = q'x r ~ l n -f- 
, </n 

(p-i~ qx r ) Kx n (p-+-qx r ). Il eft clair que 


pour qu’on puiflé fuppofer n = Ax K -b Bx*+i* -t- 
C x** 1 “-f- . ..... H il faut que t foie 

un nombre entier pofitif, & fi cette condition n’avoit 

R as lieu, le Problème propofé ne feroit pas poflible. 
lais cela étant, on a hx m (p-+-qx r y ■" — (*) . . . . 

hp'+* ) . h p r qx™ + r -+- -H 

hq T * 1 x m +( T + l ) c’eft le premier membre de notre 
transformée ; le fécond fera compofé des deux fuite* 

(O (q'-{-q>)Ax^ r ~ *+ (?'-+-?• 

( A •+* fx ) B £*+/•■►»■- 1 + (j 1 + J . (X 4*2 i^) 
+ • .“hC q'-\-q . (*-\-Qp))Hx’'+ > ‘ t + r 


CA-f-2At).pCj: A -*-^-‘-f- 

pH x****- 1 , & des deux termes Kpx*+Kqx* ■ +r . 
Si l’on fait /*-f-r = o, les deux fuites C & « n’en 

feront qu’une que je repréfenterai par (<T) ; 

Ax^ r ~'-i-B'x*-'-+. h J’ordon- 

nerai la transformée = 

en mettant le dernier terme de la fuite « fous le 
premier de la fuite J'&cKpx " fous le dernier terme de 
la fuite J', ce qui donnera m-hCr-H i).r = A-fr- 


r — I & x — Or — I =n, d’où l’on tirera— h 

r 

r+ i = d + i. Je mettrai le premier terme de la 
fuite « fous le dernier terme de la fuite J' 8c Kqx* ~ t "‘ 
fous le premier terme de la fuite J' , ce qui donnera 
a — 0r — i=m & a — i=n, d’où l’on tirera 

Dd iv 
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■ |-r = J+ 1. Je ferai /x = r , & les deux 

r 1 

fuites 6 & « n'en feront qu’une que je repréfenterai 

par (e) A" x*' ' -t-B” x K + \- 1 -4- -+• 

2"j.>. + (*+i ).r-i t J’ordonnerai la transformée *= 
e-\-Kpx*-i-Kqx''- i ' r en mettant le premier terme 
de la fuite « fous le premier terme de la fuite e , 
& K qx" ~ h r fous le dernier terme de la fuite e , ce qui 
donnera x — i=m St x+(î+i).r — i=n-+-r, 

d’où je tirerai — — — -f- 1 = 6 -f- 1 , qui eft une des 

conditions déjà trouvées. Je mettrai le dernier terme 
de la fuite a fous le dernier terme de la fuite e, & Kpx“ 
fous le premier terme de la fuitee,cequidonneram-t- 
(T-+-i).r=x 4 -(g- 4 -i).r — 1 & x — i=n,d’où 

je tirerai — — — -f- T -h 1 = fl -4- 1 , qui eft l’autre 

des conditions déjà trouvées. Ces deux équations 

m — n n — m 

1 — t — I — 1 = « — I — 1 St }- montrent 

r r 

que . quel que foit le nombre entier pofitifr, le Problème 

ne fera poflîble que lorfque la différence des deux ex- 

pofans m St n divifée par r fera un nombre entier, &c. 


68 . Nous avons fuppofé jufqu’ici que dans la dif- 
férentielle Xdx, x étoit une fondion algébrique de 
x St de confiantes; maintenant nous regarderons cette 
fondion comme pouvant renfermer des quantités 
tranfeendantes telles que des logarithmes, des arcs 
de cercle, &c. D’abord on propofe d’intégrer pdx 
log. q , où p St q font deux fondions algébriques 
de x St de confiantes ? Par une transformation dont 


nous avons fouvent 
log. ^ = log. qfpdx 


fait ufage, on trouve fpdx 
-/( ~~~f P dx^. J q fuppofe 
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que par les méthodes précédentes on ait intégré 
pdx , & je nomme y cette intégrale; on aura 

fpd x Iog. q=y\ 0 g. q—f-~--,SiCiparha(ard 

y étoit une fonction algébrique de q ou de log. q t 
il ne feroit plus queftion que de faire en forte d’in- 
Vdq , 

tegrer - — - — par les memes méthodes. Par exemple, 

fi la différentielle propofée étoit x”dx log. x\ à 
caufe de p—x" & de q=x, on auroit V(=fpdx)= 
r Vi q x"-+-« 

& / = — . Ain fi , hors le cas 

/1-+-I J q (n- f-i)* 

de n— — i,fx"dx log. x = c H — flog. x — 

n-hi \ 

~n~+ 7 ) * ^ 0r ^l ue n=1 — 1 > la transformation pré- 
cédente donne J~- log. ar=( log.x)* 

f* d v 

log. x , & par conféquent y-— log* x = c-+- j ( log. *)\ 

Je prendrai pour fécond exemple la différentielle 
• log. x. On a p = — - — 


q=*x, & par 
dx 


conféquent V= — log.(i — x), C- — — log.jr:== 

J I X 

— log. arlog. (i— x)~hj~ log. (i — *). On 
trouvera de la même maniéré log. (l— *)= 

log. xlog.(l-X) - log. x ; & en fubfti- 

tuanr cette valeur, on tombera dans une équation 
identique , qui n’apprendra rien abfolument. Mais fi 
avant de faire aucune transformation , nous réduifons 
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dx 


en férié, nous aurons 


log. x —dx 


I — x i — x 

log. x -4“ x dx log. x 4- x* d x log. x -h &c , & 

xi x * 


dx log. x , . * 

= log. x (x -f 


n a x io{ 

J i — x 

&c) — X 
log. 


X* 


4 - 

1 3 

x+ 


I X 

dx lo£. x 


4 

= X-i- 


9 

x* 


16 

4 -^— 4 - 


■ &c. On fait que 
— h&c; donc 


^ dx 102 


log. x log. 


x + 


&c , fi cette intégrale doit être prife 

9 1 6 

de maniéré qu’elle s’évanouifle lorfque x=0. Je 

, . „ ... dx loe. x dy . i 

fois i — x=y, & j ai = — — log. , 

t — x y i — y 

_ . . r , dx\oe,.x y* y 1 

dou je tire / = c+y+ J — 4 - - — •+• 

SL — -f- &c. Pour que cette intégrale s’évanouifle 
1 6 

lorfque x = O ou lorfque y — i , il faut faire 
c= — i — 7 — 7 — -î- — &c; & on aura log. x 

4 9 » 6 w 

log. 


I X 

•»* 


= x-+ 

J* 


xi 

9 


4- — +&c 4 


1 6 


+ — — 4 -&c — i — l — j — 
'4 9 16 

~ — &c. Lorfque x=§ on a aufli^ = ï; & il fuit 

de l’équation précédente que s’il étoit pofTible de fom- 


»er la fuite x 4- 


4- &c dans le cas de x=i, on 


auroit encore cette fomme dans le cas de x=i. Or 
M. Jean Bernoulli a démontré que la fuite 1 4-44-&C 
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avoit pour fomme la fixiéme partie de la demi-cir- 
conférence dont le rayon eft l’unité} voici cette dé* 
monftration. 


Nous avons vu, n°. 35, que fin. i=s 

* 

Sf S 7 


*•} 


..J-4! - +&C! ““ 

étant réfolue , donneroit le nombre infini d’arcs 
qui répondent au même finus. Si nous prenons 
fin. s= o, nous aurons le fécond membre de l’équa- 
tion = o , & l’ayant divifé par s , il viendra 


1 — 




— — — o 

*•3 1 *3*4*î x. 3 . 4 . y. 6 . 7 * 

où les valeurs de s 1 ne peuvent être que les multiples 
de la demi-circonférence ; c’eft-à-dire que ces valeurs 

feront — , rr, — — , 2 t , & c . Soit j , = — , notre 


équation deviendra 1 — — ï — «4. 1 _ 

*•3 ‘U 1 . 3 . 4 . J. u* 

T.j.4.5.6.7.^ “+■ &c = °; or fi nous multiplions 

tous les termes par la plus haute puiflànce de u, nous 
aurons une équation dont le fécond terme aura pour 

coefficient j mais par la nature des équations , 

ce coefficient, pris avec un figne contraire, eft égal 
a la fomme de toutes les racines ; donc J = 

(~ 7 ~) ‘ ! +“ I : (;*■)* 4 - 1 + d’où 

l’on tire , en multipliant les deux nombres par 

("T”) » i =I +iH-i , +*Ti 4 -&c.Lecoeffi- 
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dent du troifiéme terme , c’eft-à-dire , eft égal 

à la Comme des produits qu’on peut former en multi- 
pliant toutes les racines deux à deux, c’eft-à-dire 
qu’on aura , comme on peut s’en aflurer par un cal- 
cul fort (impie , 1 : ^ 4- 1 4- 1 : rt y 4- 


1 : i6îr‘*-4-&c= (j) 1 


r 1 

= , & par 

9 ° 


:onféquent — ^ = 1 


1 1 

-+- - 4 - 4 - 

>4 34 


4- & c. En faifant fur les autres coefficiens des 


44 

remarques analogues & fondées fur la nature des équa- 
tions , on parviendra à démontrer que la fuite infinie 
* 1 1 

1 H h H h&c, n étant un nom- 

bre entier pofitif, a pour Comme ^ ^ multi- 
plié par un nombre rationnel. Il eft donc démon- 

X * 

tré que la fuite infinie x 4- 4- 4 - 


16 


4-&c, eft fommable dans les deux cas de x= 1 


& de x = i; elle a pour Comme dans le premier. 


> & dans le fécond, ^ (”) — Jflog.a)*. 

Telle fuite qui n’eft pas fommable, telle différentielle 
qui n’eft point intégrable , pour toutes les valeurs 
de la variable , pourroient l’être pour quelques va- 
leurs particulières ; & il y a un très-grand nombre 
de queftions importantes dont la folution dépend de 
femblables recherches. 
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On demande d’intégrer (log. x)”dp , où p eft une 
fonélion de x & de confiantes? On a/(Iog. x) n dp=: 

?(Iog. x';— f ~ p . dx . (log. x) n —\ J’intègre 

& je nomme V cette intégrale, il fuit delà que 

f~- (,o e- x ) n = ^(îog. xy-' — (, n — 1) 

nVàx 

J — - — (log. •*■)" *. Nous trouverons de la même 

• V dx 

maniéré , en nommant V l’intégrale de — : 

' * 

/ V ix • 

— — ( log. A" ( log. *)"- 3 — ( n— 2) 

r vàx , 

J — - — (log.*)”—*; e n nommant V l’intégrale de 
V'ix rVix. 


—7—. /— — (log.x)— (log. 

(n — 3 ) J'- 7-— ( log. x )*"~ 4 ; & ainfî de fuite. - 

Donc / ( log. xydp=p( log. x )" — n V ( log. x)" ~ 1 
•+ 'n. (a — 1) V' log. x) n ~~ x — n(n — 1 ){n — 2 }V n 

( log, X ) B *~ 3 -f-&C.* 

Soit p = x m j on aura V — , V'— — - — 

m /n 1 

F" f= &c; & par conféquent /(log. x)’V , ~ * 3*== 

-~[( log.*/— — (log. j? y — «-h — . 

(log. x y — * — — — — — (log. *)” — 5 -+-&C J. 

Lorfque m — O t on a à intégrer ( log, *)”, & 
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alors la fuite précédente ne donne rien ; mais 

/y C log. *)" = ( log. x) a + n J'^L([og. x)\ 

d’où l’on tire (log. x)* = — - — Clog.x)* +, .• 

J X fl “f* I 

Hors l’exception dont nous venons de parler, cette 
fuite donnera toujours l’intégrale, & elle fe terminera 
toutes les fois que n fera un nombre entier pofitif; on 

aura dans ce cas /(log. x)V"~ l d;r ==^£(log. 

(log. x)*~ mX ■+« (log. 

m m 


i.x.î . 


m" 


-— ] ; quant au dernier terme, il aura 


le ligne -+- lorfque n fera un nombre pair, & le ligne 
• — lorfqu’il fera impair. En fuppofant que m foit po- 
fîtif, l’intégrale précédente eft prife de maniéré qu’elle 


foit nulle lorfque ar=o; j’aurai donc ± 


I . 2 • 3 • •* • fl 

m a ■+■ 1 


pour ce que devient l’intégrale de (log. x) n x m ~ i dx , 
lorfqu’on fait = 0, cette intégrale étant prife de 
maniéré qu’elle s’évanouiflè lorfque jt=o, bien en- 
tendu que m eft toujours un nombre pofitif quelcon- 
que , & n un nombre entier pofitif. 

Lorfque n fera un nombre entier négatif, ou lqrf->. 
que n étant un nombre entier pofitif, on aura 


p'dx 


; on donnera à la différentielle propose; 
dx 


(log.*) 1 

la forme que voici : p'x 
dx 


f 


x ( log. * )» 


*(log. x)" 


(n — i)(log. x) n — 


; & comme 
— , on aura 
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(n — i) (log. *)" — * 


( log. x)* 

f- . Soit d.p x=p" dx-, il vient 

J (log.x)" — 1 

— ÿ‘ * 


f- 


( log- * 

p"dx 


+ 


(log. x)" — 1 (n — 2 ) (log. x)" — 1 n-— x 

fl & , faifant d . p” x=x/ d x 

J (log. X)* — » r r 

ç p’"dx p'"x 

J (log. X)*-* (n — J ) (l°g- *)* — * *^”n- 
d.p‘“x 


/ CL, p X 

(1 g x'"— - 3 * ^ c ‘ °P® rant tou j° urs de même, 


on trouvera 


r d P _ 

J (log. x)* (n — i 


f* 


(log-*; 

p''x 


(n — i)(log.x/— » 


(n — i) (n— 2 ) (log.x)"—* 
p'"x 


.... T •+• 

( n — i) ( n — 2)(/i — 3)(Iog.x)" — î 

rrJï . .. , Pour rendre cela 

( n — i)(b — i) iJ log.x 

plus clair, je fuppoferai p'=x m , d’où je tirerai p'— 

nu* * , p"=m 1 x m ~ l , p"—Tn'x m ~~ l .1 

/ m T (j x X" 

- r = 

(log.x)' 


(ti——i) (log.x)" *■ 


772 X" 


(72 I) (71 — t)(log. X)» — * 

m 1 x rn 


tu 

(/I — ,) (n — i) (71 — 3 ) (log.x)" — î 

772" 1 n x m — 1 rfx 

■ / Si nxss2i 

(n— -i)(n — 2 )..... I J log.x 

,J X x m r>x m ~~'dx c . 

f =— 4-m/' — ; .Si n=ï 

J (log.x;* log.* J log . # 
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x m "-'dx 

( log. x)i 
X m — 'dx 


f- 

f 


X” 


mx” 


+ 


m- 


log. x 


1 ( log. X ) * I . i log. X I . 1 • 

-, &c. Mais on ne fait intégrer la diffé- 
jçflt ^ d x 

rentielle que dans le cas de m — o , elle 

log. x 

dx 

eft alors 1 — , & a pour intégrale log. log. x; 

x log. x 

Lorfque m n’eft pas zéro , foit x m = u , d’où l’on 

log. u x m ~ I dx du 

tire log. x= — : , «x 


il 


m log. x log. u 

feroit important de pouvoir intégrer cette diffé- 
rentielle en apparence fi fimple , autrement que par 
une fuite infinie ; mais on n’y eft point parvenu juf- 
qu’ici. En faifant log. « = ?, d’où l’on tire m — e*, 
e étant le nombre dont le logarithme eft l’unité ? 

• éu 

du=t J dx, on transformera la différentielle ^ - 

en celle-ci e* , qu’on réduira en férié de la ma- 
? 

niere fuivante. Ayant trouvé (n°. ^6)e^= i-Hf-fr 
J. h -II— t- &c , on a /e’ = c~+- log. ? -+« 

X Z.X J ? 


7 X 

z-i — ? 1 - -4- &c, & mettant pour 

1 ».* *.3. j 

log. u , J ' =C + log. log. u + log. u ■+• 


log 


—i-(log. u)*+ — - — (log. u)’ -+• &c; on ne 

X • X 3 • ? 

pourra pas déterminer la confiante arbitraire d’après 
les fuppofitions que l’intégrale difparoiffe lorfque 
u=O t ou lorfque u= 1 . 

Si l’on propofè d’intégrer pa'dx, où p eft une 

fonction 
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fonction quelconque de x; à caufe de fa"dx=s 

— - — a*, on donnera à cette différentielle la forme 
log. a 

que voici, bpd.a*,e n faifant pour abréger — - — =&« 

l°g.a 

On fuppofera dp — pdx , dp=p"dx, dp"=p"Jx, Sic, 
& on trouvera fpa*dx=bpa* — bfp'a*dx — bpa * — 
l l p a* -+- b 1 J p"a*dx — bpa* — b 2 p a* -f- b' p" a* — 

b i fp"'a x dx En continuant toujours de 

même, on arrivera enfin à cette équation fpa*dx = 

ba*(p — bp'-+-b 2 p" — b'p'"- J-. 

b" +l fp {n ~*‘ l) ' a*dx’ t il faut entendre que la for- 
mule intégrale f p*-" ' +,), a*dx eft la plus fimple que 
Fon puiffe trouver de cette maniéré. Si p= x n (n 
étant un nombre entier pofitif ou zéro) , p 1 =nx a — 

p"=n.(n — 1 ) . *" — 1 />"' = n . ( n — 1). 

( n — 2). . . 1 , /" +I)I =0; & on aura J'a“x n dx=s 
ba x {x a — bnx n ~'-\-b 2 .n .(n — 1 ).x n ~ z — b 1 n.\ 

(n — l).(n — 2).x n ~~ i -}~ ±b n n.(n — 1 ).* 

(n — 2). . . 1 )- 4 -c. On peut transformer la formule 
propofée de cette autre maniéré , fa x .pdx— a*f odx 
— log. a . f(ax* d-xf pdx ). Soit fpdx = V, 
fVdx = V, fy’dx = l/", &c; on aura fa.*pdx=, 
P a* — log. a . V a* ■+■ ( log. a )* V" a* — &c. 
Ainfi cette transformation fuppofe que Fon puilïè 
intégrerpix , Vdx , &c ; nous allons en faire ufage pour 
réfoudre le cas où la différentielle propofée feroit 

, n étant un nombre entier pofitif. Nous au- 
x* 

— 1 _ rtPdx 

rons V = — - & / = — 

a» ( log. a f-a x dx fl* 

— i)x n — 1 ’ + " n — i J *»— » (n— i;x"— « 

E e 
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a* log. a 


(n — i)x n — * n — i 


/ d x d X \ . 

~ „ i ~ ) En cont ' nuant toujours de même, 

nous ferons dépendre l’intégrale demandée de celle-ci 
d x 

fa * — — qui réduite en fuite infinie , efl égale à c4* 


log. x-l-x log. a-\- 


x*f!og. a ) 1 x*(log.a>* 


*4** &c» 


Mais ni l’une ni l’autre transformation ne pourra 

donner ^intégrale de a*x"dx t autrement que par une 

luite infinie , lorfque n fera un nombre fradionnaire. 

Si, par exemple, n = — la première donne pour 

, . . a*dx ba* / 

1 intégrale complette de , c-t-~ ( ï -+- 

V x y/x \ 

b %b* „ , 

1 — 1 b&c ) ; l autre donne 

ix 4x l 8xi / 

pour l’intégrale complette de la même différentielle , 

, / / 4X log. a Sx^log.a) 1 

■ -ha* l/x ( 2 2 1 — h 

V î 3.j 

i<> x* (log. a)i \ . ^ . . 

» j e p a {] e a 1 intégration des 

fondions différentielles qui renferment des arcs de 

cercle & leurs finus, cofinus, &c. 

■ % ■* 

69 . On propofe d’intégrer la différentielle pdx 
A fin. x, où p eft une fondion quelconque de x? Soit 
fpdx—F * \ ; on aura fpdx A fin. x==/^4 fin. x — • 

/ V dx I A r dx 

— , car d. A fin. x = — — . Si 

»/(« — x *) ^(1 — x'-) 

y" ■+• ' x" ■+■ 1 

p =x n , V= , & fx n dx A fin.X3=- 

* n-i-i J n-t-i 
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A fin. x — — . On trouvera de 

n -+- i J \/( 1 — Jfî ) 

h même maniéré fpdx A cof. x= VA cof. .v 
p ' Vdx 

J — — A tang. x — r A tang. .y— « 


x 1 ) 


r vdx , 

J - , &c; & dans le cas de p—x*, on par- 

viendra toujours à des formules intégrales dont nous 
nous fommes beaucoup occupés précédemment. 

Pour intégrer la différentielle cl G fin. G", je la mets 
fous cette forme dG fin. C.fin. G”~~ x ; & , à caufe de 
fdG fin. G= — cof. G, j’ai fdG fin. G* = — cof. G 
fin. G" 1 -4-(n — i )fdG cofi G 1 fin. G" *. En chan- 
geant cof. G 1 en r — lin. G 1 , j’ai fdG cof. G x fin. C" - * 
=fdGCm.G n 1 — fdGCm. G*-, donc /dCfin. C n =— 

cof. Z fin. S" — 1 n — i „ , „ _ 

-4- f d G fin. G * J . Je trou- 

n n J 

verai de la même maniéré fdG fin. £ n ~“*= — 
1 > fdG fin. G n — ♦, fd G 


fin. C 1- 4 =- 


n — i 
cof. C fin. £ n — r 


n- 




fdG 


fin. G— 1 6 , fdG fin.C- Æ =- 


n — 4 

cof. C fin. 


— — — / dG fin. G"~ s , &c. Lorfque n eft un nombre 

entier pofitif, il y a deux cas à diftinguer ; le pre- 
mier lorfque ce nombre eft pair, & où l’on a fdG 

fin. G” ^ — ^fin. C" — 1 -f- ” fin. G n ~~ l 

(il »).(rt 4) (fl— l).i,fl 4). (fl — à) 

Ee ij 


/ 
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lin. C 7 -f- . ...H 

(n — i).(n — 4 )•(« — 6 )»(« — i). . ...& 

fin f \ + (w — i ).(>» — ?).(« — 5).(n — 7'.(n — 9)...i 
/ n.(n — r).(n — 4 ).(,n — 6).(/i — 8)...i 

G ; le fécond lorfqu’il eft impair , & où l’on a fdG 

fin. C*= Ü 2 Ü-L ^fin, G" 1 H — - — fin.£' , "“ , -f-< 


(n — Q.(n — Q 
(n — i.).(n — 4) 


fin.C'— r -h 


n — i 

(n — i j).(n — O 

(n — i).(n — 4 ).(n — 6) 


* (n — x.(/i — 4).(« — 6).(/t — 8)..i/ 

dans le fécond cas, l’intégrale eft donnée en finus & 
cofinus, au lieu que dans le premier elle renferme un 
arc, & eft par conféquent une quantité tranfcendante. 
Ainfî , par exemple, l’intégrale complette de dG fin. G s 

eft égale à c-* — ^fin.C 4 -l-jfin. £ 2 -+- — — ^ ; 

celle de dG fin. G* eft égale à c ^ — ^fin. C f -H 


* fin. G i H — — — fin.C^ 


t.?. t 


G. Les mêmes 


4 4.1 / 6 .*.t 

formules pourront fervir à intégrer d $ cof. <j>* j car 
en faifant <j=po° — G, on a d <p— — d G, fin.<}> = 
cof. G, cof. 4>=fin.C, cof. q> B = — J'dG fin. G". 

On trouvera, par exemple, que fdç cof. <j> a =c-+- 

( cof. <j> r — cof. H — cof. <p ^ — 

6 \ 4 4 .» / 

■ ( po° — 4> ) , ou Amplement que fd $ cof. <p 6 = 

6 • 4 • 


c- 4 - 


fin. ? 


(cof. <p f -+- ~cof. $’•+' ~7" cof.<j>) 


T. 3 .» 

.é»4 - * 
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En diflé'rentiant fin. £ m cof. &, je trouve md£ 
fin. £ m ~ * cof. £ * — ' coï.C' — qd£ fin. C’ fin. £ m — * 
cof. C* ' ,qui devient, à caufe de fin. ^-hcof. C*=i, 
ou mdC fin.£ m -‘ cof. £i~'—(m-4-q)d£ fi n .C" + * 
cof. C 1 1 , ou ( m -hq)d£ fin. ' cof. . 

qdC fin. £ m 1 cof. 6 7 Je tire delà ces deux formu* 

les (a) . . • ./ d£ fin. f A cof.C“= fd£ fin. £ A ~ l 

r _ fin. C* - 1 cof. Cm+- i • 

cof. c#* ( i) /de fin. e* 


X-J-M 


coCO = -^LL 

A -+■ M 

fin. C*-*-i cof. Cm — i 
A-f-M 


/de fin, e* cof. e ^ ~ 1 


Dans les deux cas de x=o ou de 

**= 1 » la propofee eft dC cof. £/* ou d e fin. e cof. ; 
& dans les autres cas, en faifant ufage de la formule 
a, on la fera dépendre de l’une de ces deux diffé- 
rentielles , pourvu que x foit un nombre entier po- 
fitif plus grand que i ; elle dépendra de la première 
lorfque x fera pair , & de la féconde Iorfqu’il fera im- 
pair. Hors le cas de /*==— I , la fécondé, c’eft-à- 

dire, dC fin. £ cof. a pour intégrale ^ ; 

I 

mais dans ce cas particulier , elle devient **-' , 

cof. C 

& elle a pour intégrale — log. cof. £. Dans le même cas 

d £ 

particulier de y .= — i , la première devient . 

cof. C 

que j’intègre de la maniéré fuivante. Je la transforme 

. dC cof. C dCcofC / dC cof. C 

en celle-ci, — - — = — - f 

co(. C* i— -fin. G 4 1 \ i -f fin. C 

d C cof. C \ 

4- , & je vois alors qu elle a pouç jn- 

Eeiij- 
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1 -4- fin. G 


. Dans les deux cas de 


1 — lia. G 

ou de fj. = 1 , dC fin. C' cof. O* devient d C fin. C* ou 
ii€ cof. C fin. C*; & dans les autres cas , en faifant 
ufage de la formule b , on la fera dépendre de l’une 
de ces deux différentielles , pourvu que n foit un 
nombre entier politif plus grand que 1 ; elle dé- 
pendra de la première lorfque \x fera pair; & de la 
féconde lorfqu’il fera impayr. Hors le cas de x= — 1 , 

la fécondé a pour intégrale — ; mais dans ce 

cas particulier elle devient -- -- - — , & elle a pour 

fin. G 

intégrale log. fin. C. Dans ce même cas particulier la 
première devient — — — qu’on peut mettre fous cette 


forme 


rfGfin. G 


dC fin. G 


de fin. 6 \ . 

—J , &' on voit alors qu elle a pour inté- 


fin. G » 


1 — col. G 1 


K- 


d G fin. G 


■ col. C 


grale - log. 


1 — cof.! 


1 - 4 - col. C 

On tire des deux formules a & b , fdC fin. 


cof. 

A I 

fin. O-x cof. £>■♦* » 


■ f d 6 fin. cof. £* ■+• 


ScfdC fin. C’ cof. 


fdC fin. f A cof. C<“ — — ; on a donc 

<“ — 1 

en mettant dans la première x pour x — 2, & dans 
la fécondé /x pour — 2 , ces deux autres formules, 

(a): fdC fin. C* cof. fr*= A ~*~ — -/rf C 

A+I 
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r r » fin. £*-*■» cof. 

fïn.C*-* cof. CM — , (£').. .fdC 


fin. C A cof. C“ =rs — 
fin. C-'-t-i cofi Cm * i 


A -f- I 
4 -t 


fd C fin. C A cof. 1 — . 

H- -f- I 

Si A eft un nombre entier néga- 

tifplus grand que — i , en faifant ufage de la première, 
on pourra toujours faire dépendre d€ fin. C A cof. 

de l’une de ces deux différentielles - - € C °^' ^ - & 

. lin. £ 

dC cof. O ; de la première fi a eft impair , & de la fé- 
condé s’il eft pair. On pourra toujours , en faifant 
ufage de la fécondé formule, faire dépendre la même 

différentielle de l’une de ces deux- ci, — g < ’ n ‘ — & 

fin. £ 

d£ fin. C A ; de la première lorfque (u. fera un nombre 
entier négatif impair plus grand que — i , de la fé- 
condé lorfque ce nombre eotier négatif fera pair. 

En faifant //■= — i dans l’équation a, & a= — i 
dans l’équation b , on les change en celles-ci, 

/ d£ fin. £* /-é£ fin. £* — » fin. £*— « 

col. £ J ^ 


col. £ J cof. £ a — i 

<dC cof. Cm rdC cof. C m — ^ cof. £/*-» 

1 


s* dC cof. Cm r>dC cof. £ 
J fin. £ J *fin. I 


+ 


dont 


lin* C %/ lin. fe (iA * 

la première nous apprend que a étant un nombre 

r . t . de fin. £ * 

entier politif , on pourra toujours ramener 


à l’une de ces deux différentielles 


dC fin. £ 


& 


col. £ 

de 


cof. £ cof. £ 

à la première lorfque A fera impair , à la fécondé 
lorfqu’il fera pair. On tire de la fécondé équation 
qüe fi (x eft un nombre entier pofitif, on pourra 

te iv 
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dC cof. £m 


toujours ramener 


(in. £ 


à l’une de ces deux 


différentielles 


de cof. e 
fin. C 


-4 — ; à la première lorf- 
lin. e 


que fera impair , à la fécondé lorfqu’il fera pair. 
'Si a & m font des nombres entiers négatifs, ou fi, 
m étant un nombre entier pofitif, on a les deux 

différentielles — — - — &— — ~—rrz — > on les 
cof. G fin. £•’" lin. G col. Q m 

multipliera chacune par fin. £ 5 -J-cof. f 2 = i , & on 

de de cof. e 


aura ces deux-ci, 

de fin. £ 


cof.£ fin. e n — * 

de 


. Ainfi 


fin. e m 
de 


& 

ne 

cof. C"* fin. £ col. £ m — 1 * • cof. £ (in.£' n 

dépendra jamais que d’une différentielle de cette 

de cof. e .de 

Forme — - — T — & de 1 une de ces deux-ci — r— , ou 


lin. e m 


cof. £ 


de 


, félon que m fera pair ou impair ; 

ne dépendra jamais que d’une 


col. £ lin. £ 
de même 

fin. C col.£ m 

d G fin G 

différentielle de cette forme — — ^ — , & de l’une de 

col. £ m 

, félon que m fera pair 

de . 

• ; mais u 


. . de de 

ces deux-ci,- — ou — ; —r 

fin. £ fin, £ cof. £ 

ou impair. Il i'efte à intégrer 


lip. £ cof. £ 

on fe rappelle que fin. G cof. C=i| fin. 2 G, on verra 
que cette différentielle devient— —— -, & que par 

fin. 1 £ 

1 — cof. 1 £ 
j -f- col. a C * 


conféquent elle a pour intégrale j log. 
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Je fais /n = 0 dans l’équation à & A — o dans 
l’équation b ' , ce qui me donne f d C fin. C* =s 

— fdC fin.£ x+ *-+- & fdC cof. 


i 

■ x 


fdC cof. f' 4- * -1 — 


A •+■ I 

fin. 6 cof. &» +■ 1 


-, L’une de 

P -4* i ' (“-+-! 

ces équations fait voir que toutes les fois que A fera 
un nombre entier négatif, la différentielle dC fin. C x * 
pourra être ramenée à l’une de ces deux-ci , d C & 

— - — ; à la première lorfque a fera pair, & à la (e- 

lin. C 

conde lorfqu’il fera impair. On voit par l’autre équa- 
tion que toutes les fois que fera un nombre en- 
tier négatif, Ja différentielle dC cof. 6“ pourra être 

ramenée à l’une de ces deux-ci, dC & — ; à la 

cof. G 

première lorfque yu. fera pair, & à la fécondé lorfqu’il 
fera impair. 

Si , a étant un nombre entier pofitif, on a a 4- 
H — O, on ne pourra pas faire ufage de la formule 
a, & on aura recours à la formule b' qui devient 


alors 
fin. C cof. C 


/ fin. £ \* — î a* aC fin. C* 

^ V cof. C ) a — i J cof. Cx-t 

: cof. C / fin. C v „ , 

( — , & nous montre qu on pourra 

toujours faire dépendre d£ ^ — , A étant un 

nombre entier pofitif, de l’une de ces deux diffé- 
rentielles dC fin. C* ou — — — , félon que A fera 

cof. C 

pair ou impair. Si, yu étant un nombre entier pofitif, 
on a a+ju= 30, on ne pourra pas faire ufage de la 
formule b , 8c on aura recours à la formule a qui 
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cof. £ 


) #* — i r dt. coi. tp 

/* — i J fîo. Ci* - 1 

£ cof. £ f cof, £ \ i“ , 

( -T 1 , & nous montre qu on 

— i \ lin. £ ) 


fin. C cof. £ 


lin. £ 
cof, £ 


pourra toujours faire dépendre dC A* étant 

un nombre entier pofîtif, de Pune de ces deux dif- 
férentielles d € cof. €/* ou : — 7 — ■ , félon que p. 

lia, £ 

fera pair ou impair. 

Je fuppofe A-H/* un nombre entier pair que je 
repréfenterai par 2 i , & je mets dans la formule a pour 
/* fa valeur 2 i — p , & dans la formule b' pour p 


cnf. Ç 


— A, 

ce qui 

donne 


cof. £ 

Y-- 

li-h l 

- fil C fin 1 

lin. £ 


ii — 1 


fin. £ 

Y-- 

îi-f-i 

- CdCcnf 

, cof. £ 

) — 

lî— - A - 4-1 

1 tl *0 Loi « 

fin. £ 

li - 4 - a 

f cof. £ 

1 + X 

1 i — 


V lin. £ / 

» 

VP 

VJ 

O 

u , 

xi -f» l 

f fin. £ 

1 

i i — 

A -+-1 

V cof. £ / 

• 






Tl efl clair que toutes les fois que i fera un nombre 
négatif, ces deux différentielles feront intégrables al- 
gébriquement ; il en faut excepter le cas de p= — i , 

. , . , . dC fin. £**+- 1 , . , 

ou la première devient ri , & celui de 


A= — i , où l’autre devient 


cof. £ 
dC cof. £ : ‘ 
(in. £ 


; car alors 


elles feront intégrables par logarithmes. En mettant 
dans la formule a pour A fa valeur 21 — p-, & dans 
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la formule b pour /z fa valeur 2 i — x, elles de- 

• r ( coJ * e N'* lz — ^ — 1 • 

Viennent faC lin. £*‘ t 1 = ; 

J \ fin. £ / zi 

cic fin. e*'— 

\ lin. C / z i V fin. £ X 

- - , ,» r * ■ ( fin. £ \ * zi — a — x , , . 

J V cof. e / ti J 

cof — fin - c Y 1 c ° r - gïi r nn - e V* 1 . 

d’où l’on tire que toutes les fois que i fera un nombre po* 
litif on pourra ramener nos deux différentielles, l’une à 
/ cof. S . .. ( fin. 5 y n fin. £ 

ie \ -srr ) • 1 autre a ie v ^rr ) • 0r sr 

, . , x « , . é.tang. £ _ 

étant égal a tan?. £ & d£ a r — — — , tout fe 

1 -+• lang. G 

réduit à intégrer une différentielle de cette forme , 


♦ 


tane. gsj.ranc.g . 

. Si e elt un nombre entier plus gratjd 

1 -f- rang, g 1 r o 

que i , cette différentielle n’eft point rationnelle, mais 
on la tendra telle en faifant tang. £=**; car par 

cette fubftitution elle deviendra — — — . 


1 -4-XM 

La différentielle d£ fin. £ A cof. £“ étant propofée, 
j’aurois pu faire tout d’un coup fin. £ ou cof. £ 
égal à at, & l’ayant changée par- là en celle-ci. 


x*dx(i- — x x )~T~ ou en celle-ci .x^dx (i — x 1 ) * , 
j’ aurais trouvé par les méthodes des n OÏ 66 & 67 , 
comme par les transformations précédentes , i°. que. 
la propofée ferait intégrable algébriquement, fi l’un 
des deux expofans x ou /z étoit un nombre entier 
pofitif impair , ou fi la fomme des deux étoit un nom- 
bre entier négatif pair , à moins que l’un des deux 
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ne fût = — i , cas où elle dépendroit des logarithmes; 
2°. que la propofée pourroit être rendue rationnelle, 
fi l’un des deux expofans étoit un nombre entier po- 
fitif ou négatif impair , ou fi la fomme des deux étoic 
un nombre entier pofitif ou négatif pair. . 

Par cette même fubftitution de x pour fin. C, je 

transformerai : — — en cette autre différentielle 

m-i-n (in. C 

, que je rendrai rationnelle en 


dx 


(m-hnx) y/( i — x 1 ) 

fâifant i — x 1 = ( i-f -x 1 )y 1 ; elle devient par cette 
— iày 


fubftitution 
grale 


„ —, qui a pour mte- 
m-hn-hÇm — n)y 1 ^ \ r 


v/(n* — m 1 ) 


log. 


V /Çn* — w 1 ) — yjn — m ) 
y/ {n 1 — m 1 )-hy(n — m) 


lorfque n eft plus grand que m , & — 

V(m — n ) 

A tang. —— — — - , lorfque m eft plus grand que 

v ( m — n ) 

m— iy 

n. Lorfque n = m, la propofée devient & 


a pour intégrale donc J'— 


à C 


■ (in. £ 


m 


cof. C 


-, cette intégrale étant prife de maniéré 

X + tlD. C 

quelle foit nulle lorfque £ = o. Je trouverai , en 
faifant cof. C—x & i — x* = (i x) 2 y* , que 

Ç- eft égal à — 

J m + n cof.C 6 

v/(n* — m* ) -+-y ( n — m ) 


IOS * y/in 1 — m 1 ) 

grand que m, à 


-yin — m) 


, lorfque n eft plus 


y'yn 1 — n 1 ) 


A tang 


y ( m — n) 

* y/( wS—n 1 ) ’ 
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y 

lorfque m eft plus grand que n, à — lorfque n=t=m, 

m 

dG fin. G 

cette intégrale 


Donc J— - 


■ cof. C i 4 - cof. G * 

étant prife de maniéré qu’elle foit nulle lorfque C=o. 

Enfe rappellant que d.fin. C—dC cof. C, d co f.C= 

— d€ fin. C , on verra aifément que les intégrales de 

d C cof. C d G fin. G i m- 4 -n fin. 6 

— ~ c r ’ — T 77~ font — , 0 S' » 

m+fllm. C co). C n m 

log. — m „ ■ , ces intégrales étant prifes de 

— ■ n cof. G 


maniéré qu’elles foient nulles lorfque C—o. Quant 

. tl dGfin. C dGcof. C 

aux diflerentielles — r- > — » on 


/72 4-n fin. C 
dC 


les transformera en celles-ci , 

d C mit 


m 4 -a cof. C ’ 
mdC 


n 


n n {m 4 -n coi. C ) 

dent des précédentes. 

L’une de ces deux différentielles 
de 


72(7724-/2 fin. e ) 
dont les intégrales dépen-; 


de 


& 


( 772 4-/2 fin. 6)* 
étant intégrée , l’intégrale de 


( 772 -+- n cofl C)a 
l’autre s’enfuivra néceffairement. Soit propofé d’in- 


tégrer celle-ci 


pd e 4-çdC cof. C 


, qui eft plus géné- 


( 772 -+- 71 cof. C 

raie', dans le cas où x feroit un nombre entier pofitif, 
(.p -+- q cof. C ) d G yî.fin. G 


On 




( 772 4- 72 COf. C ;* - I 




[ m 4-n col. G)* 

C ® 4— C cof. C) de . • A'rCr • / , 

/ - ; & apres avoir differentié , re- 

J ( 772 4-/2 Cof. C)*“ « 

duit & fait pour abréger A C — K , il viendra 
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p -4— (] cof. G = B Tti 4 “ (B n 4 — Km) cof. G — f- K n 
cof. G 1 -H (a — i ). n A fin. £*. Donc, à caufe de 
fin. C J = l — cof. G 1 , on aura les équations p'— 
Bm-h(x — i) . nA , q—Bn-i-Km, K—(x — i) . A\ 

d’où il fera facile de tirer A=. — — — , 

(A I) (771* — n* ) 



pm — qn 
77i 1 — n z 


,c= 



qm — pn 



De la 


même maniéré on fera dépendre l’intégrale de 

( B-+-C cof. C) éC . „ . (E + FcoC. £)</£ 

— de celle de — 


(m-i-n cof. C 1 


( 772 71 cof. < )*- i 


& par une fuite d’opérations femblables, on arrivera 
à une différentielle que l’on faura intégrer. 


70. A la fin de l’article 37 , nous avons réduit 
( 1 4- n cof. G y " en une férié de cette formé , A 4- 
B cof. C 4- C cof. 2£-+-Dcof. 3 C-+-E cof.4C4-&c; 
ainfi l’intégrale de ( 1 -f-ncof.C/"^ eft égale aAG-\~ 
B fin. G — J -~C fin. 2 G — H7D fin. 3 G-^-jE fin. 4^-4“&c. 
Si m eft un nombre entier pofitif, on aura chacun 
des coefficiens & l’intégrale elle-mcme fous une forme 
finie j par exemple, fi m = 3 , on aura A= 1 4- 



B—^n 



n î 


4 


» 


JE = o ; fi m = 4 , on aura A — 1 4- 3 n'- 4- j n* , 
£==4774- 3 C = 3 n *4 — — - , D =n f , E = 

— — , F= o; &c. Faifons enfuite m== — 1 , & nous 
8 

71* ?7l4 571* 

aurons A — 1 4 1 h H - &c. 

1 S 16 



Ifl 

S 


4- &c) , & les autres 
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coefficiens feront donnés par les équations nC + 
2 B 2 n A = o , nü —J— 2 C-f-n B = o , &c. Lorf- 

que n eft moindre que i , A= , B ( =a 

1 ^ »/(!— «") \ 



77 a 

i + H 


i 




ml 

8 




( i — ^ ^ ne ^ era P 35 tou j ours 

auffi facile de trouver la relation entre les deux pre- 
miers coefficiens A &c B ; cependant fi Ton veut faire 

iAn*-i-Bn m — i rr* 

attention que- =n*-l-n 7. . h 

772 - 4-1 '• Z 4 

m — 1 m — jK-i-rj 'in 6 '- _ 

m . . . . J- &c , & que a 

Z 3 4 * 

l’on diflférentie cette équation en regardant n comme 


variable, on a 


(4 A n 4 - B).drt 4- 1 n*dA 4 - ndB 


2 ndn( 1 -\-m. 






— h&c)=2 Andn, on verra que cette 


relation eft donnée généralement par l’équation d . Bn 
= 2 Amn dn — 2 n* dA, d’où l’on tire Bn = 


2 / ( A m n d n — n 1 d A)-= — 2nM + 2 (m-f 
2 fAndnf l’intégrale fA n d n doit être prife de 
maniéré qu’elle s’évanouifTe lorfque n=o, puifque 
alors B=o. 

Soit toujours (i-+-n cof. G) m =A-h B cof. C-4- 
Ccof. 2Ê-4-&c; foit fait auffî ( l-f-ncof. Gy *— 1 = 
A' -{-B' cof. 6 - 4 -C' cof. 2Ê-+-&C. Si l’on multi- 
plie la fécondé fuite par i-f-n cof. G , elle doit être 
égale à la première; donc, à caufe de cof, G cof, xC=a 
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cof.(A-+-i).6-+-cof.(A — 1 ).£ 

, on aura I équation 

X 

A B cof. C -f - C cof. 2 C D cof. 3 C -4- &c 
= A'-^B' cof.C-H C' cof.a^-f- JD' cof, 3 C 4 -&C» 
, nB' nB' nC' 

H hnA H H - 


nC nD' 
H 4 


4- 


i 

rzE' 


d’où l’on tire B'=— A - A>) , C' = -- (B ~~ g,) 


*(C — Cf) ïïe=s j_(d—d') 


2 A', D '= 

.« 1 n 

C', &c. Pour trouver z4', ,4 étant donné, je remarque 
que 

m— 1 n 1 m-tm-im — )$n* 

îflarsl-hnj. . h/n.’ . . . 

* » 1,48 

m-t n 1 m-i m - } m-4 5 n 4 

4 ==i-+-(m — 1). . h(m— 1). . . . h&c; 

11 114s 

or la première étant multipliée par n m , & diffe- 

rentiée , en regardant n comme variable , donne 

d.An — m / , m — 1 n » 

= — mn m ~’ [ l+(m — 1 ). . — 

\ i i 


fn — z m — 3 m — 4 3 n 


♦ a / 


*f/2 

— 1). 

1 3 

= — mA'n~ m donc la relation entre ces deux 

coefficiens fera donnée par l’équation A =» 

à-An m . j . 

•. Un trouveroit de la meme mamere 


d.n — » 

que B': 
on a auffi JS' = 


d.Bn — m d.Cn — m 

• , C = — y » &c ; mais 


d.n — m d.n — 

1 (A — A') . idA 

f donc 


mdn 


B — 
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■“ m'dn~ * d 0U * on tire » en multipliant les deux 

membres par r~ m —',B= — 2n m fn~~ m ~' d A 

xA 

n )n m fAn m 2 dn. En égalant cette 

valeur de B à celle-ci, B = — 2 n A 4- Jlü±iL 

fA njl n , on aura l’équation A-\-(m-\-j)n m ~^ 1 

m ~- l J dn ~ r '!'*~(m + 2)fAndn,8c en dif- 
férenciant deux fois pour faire difparoître les deux 
lignes d intégrations , on trouvera l’équation linéaire 

du fécond ordre ( 1 — n 1 ) — A - l( ~ m 

iA dn \ 

d n m'(m 1 ) . A= o. Soit a la valeur de A 

iorfquem eft un nombre entier pofitif que je nomme i; 
a r 

d—n'ïy/ii—n 2 ) fera ,a ValeUr de A lorf q ue 
m eft un nombre entier négatif — i — 1. Si, par 
exemple , m = 3 , l’équation précédente donnera 
a 3 n* 

A = 1 "1 > & b m = — 4,, elle donnera A=> 


1 H- 


Z 

jn» 


( 1 — : m —4> A—i+snl-b 

\n<; & fi m— — y, W = 

(1 — — n 1 ) * 

Mais fi m eft un nombre fra&ionnaite , on aura A 
par la férié donnée dans l’article cité, & qui fera 
d’autant plus convergente que n fera plus petit que 
I. Il pourroit fe faire que n différât peu de l’unité, 
& rju’il fût néceffaire de prendre un très grand nombre 

Ff 
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de rermes de la férié ; alors on auroit recours au 
moyen fuivanr pour déterminer ce premier coeffi- 
cient dont tous les autres dépendent. 

On fera pour plus de commodité, ( l H-ncof. G )'"•= 
A -h A i cof. G -f- A 2 col. 2C A 3 cof. 3 G -h&c, 
& on aura ( 1 ■ — n col. G j m — A — A x cof. G-+-A 2 
cof. 2 G — A 3 cof. ^C-h&c. Maintenant foit pris 
un angle quelconque g, & foit écrit les deux équa- 
tions (1 -4 - n cof. g ) m =A-+-Ai cof. g-+-A 2cof.2g-^- 
A 3 cof. 3Ç-4-&C, ( 1 — ncof.g) m —A — Ai cof.g-f* 
A 2 cof. 2g — A j co f. 3 g -h&c, qui étant ajoutées en- 
femble donnent * ( 1 -4-/2 cof.g) m H-^(l — ncof.g) m — 
A -f- A 2 cof. 2g H- 4 cof. 4 g -4- &c. On mettra 
dans cette équation po° — g pour g, ce qui la changera 
en celle-ci { ( 1 -H n fin. g j ( 1 — n fin. g ) m = 
A — A2 cof. 2 g -4-^4 cof. 4g — &c , qu’on ajou- 
tera à la précédente pour avoir W-4-^4 cof. 4 g-+- 

A 8 cof. 8 g 4 ~&c=(K) ■!( i- 4 -n cof.g) m H- 

i(i — ncof.g/'-f-iCi H-«fin.g) 7 ’-+-£(i — nfin.g) m . 
Soit 4g = po°, on aura cof. 4g = o, cof. 8g= 
— *-1, &c , & l’équation A— K -{-A 8 — &c; or comme 
A S & les coefficiens fuivans feront fouvent allez petits 
pour pouvoir ctre négligés, on aura dans beaucoup de 
cas A — K à très-peu de chofe près. Mais ft cette 
approximation ne paroît pas fuffifante , on prendra 
un autre angle quelconque g', & ayant nommé K' ce 
que devient K en mettant g pour g , on aura une 
équation qui étant ajoutée à la précédente , donnera 
a A -h A 4 (cof. 4 g *4- cof. 4 g' ) 4 - A 8 ( cof. 8g - +- 
cof. 8g') H- - 4 1 2 (cof. 1 2g -4- cof. 1 2 g') H- 1 6 (co f. 1 6 g 
H-col. i6g')-H&c=K*4-Â'.Soit4g=4y° & 4g'-— 
3 . 4y 0 ; à caufe de cof. q-gH-cof. 43=0, cof. 8gH- 
cof. 8y=o,cof. i2g-f-cof. i2g'=o,cof. i6g-î- 
f ‘ , 0 „ K -h K! 

cof. 10 g == — 2 , Scc , on trouvera A = f- 
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N T é G R A L. 
K-hK 


4 yl 

, en négligeant le coef- 

£ 

ficient A 16 , & les fuivans. Si on n’eft point encore 
content de cette approximation , on prendra un troi- 
fiéme angle g" , & ayant formé une équation qu’on 
ajoutera aux deux premières , on aura , en nommant 
K" ce que devient K en mettant g" pour g, $A — 
K-A-K'-^-K"- h&c. On fera qg= 30 0 , 4g' = 3 . 30°, 
4g* =4.30°, & on trouvera que cette fomme 
cof.4g-+-cof.4g'-|-cof. 4g" eft égale à zéro aulli bien 
que les fuivantes jufqu’à celle-ci, cof. 24g-+-cof. 24g' 
-f-cof. 24 g" qui eft = — 3; on aura donc A — 
K-i- K 1 1 JC" 

h ^24 — &c, &c. Pour peu que n 

foit moindre que 1 , on pourra de cette maniéré dé- 
terminer A avec la plus grande exa&itude. On ne 
doute point qu’il ne foit fouvent de la plus grande 
importance d’avoir des fériés très-cortvergentes ; c’eft 
pourquoi nous ajouterons ce qui fuit à ce que nous 
avons déjà dit fur l’art de développer les fondions en 
fériés. 

Il fuit du Théorème démontré n°. 18, què y étant 
une fondion quelconque de x, fi l’on nomme K 
la valeur de y qui répond à x — a, & Ai, B I , 

ày 


Ci, ce que deviennent les rapports 
d l y d* y 


dx 


= P 


~~— — q , -j - — = r,&c, dans la même hypothèfê; 

il fuit, dis je, de ce Théorème, que fi a augmente 
de la différence x — a , y = K-\- A 1 ( x — a )-j- 


B 1 


(*— 


(*• — a)* 

-KCi- — I- 


D 1 


( X fl) 4 


1-3 l.?.4 

& que fi x diminue de la même différence , K 

Ffij 


■&c ; 
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y — p(* — a) + q 


(x — a)* 


(* — «)» 
*•3 


$ J &c , d’où l’on tire y = K -+« 

i. 3.4 

( x — a) x (x — a)* 

,(»-«)— î 7 hr 7-7 

, — (-«te. Soit y=/Xdx, on aura p— 

X, &c ; de plus , fi on fuppofe que pour arriver a 
x, a ait paffé fucceffivement par a, a, a', a!" . . . . 
x , on aura évidemment cette fuite d’équations , 

, „ («' — «)* 

K —K -\-A 1 (a— a )-+-B i h 

c , t J£=i2L + te, 


*•3 


‘•3.4 


( a" — a') x 

K"=K'-+- A' 1 («" — «')-+- B' 1 — ^ h 

c . 1 i±Zf2L+D’ I -<±^4- & c, 

1.3 1-3-4 

(a '" — a") 1 

K"=K u -bA n 1 (/— /)+B 1 — + 




*5 


*.j.4 


-4- &c > 


y z='y-\- 'p ( x — 'x)-\-'q 



-i- 






1 . 3.4 


tqui étant ajoutées enfemble 
différences a — a , a" — a , 
repréfentées par A a. 


, donneront , lorfque les 
&c , feront confiantes Sc 
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y = K —H A a (A i *4 "A' i -b A" i —H- . . r. *4- 'p ) 

»4“ 1 (B i H - B' i — H B" i -4“ *4- 'y ) 

•4" (Ci *+~ C i -4“ C" i ■+■ *4- V ) 

*•3 

*4" (Di -+- D'i -4 -D" i -4- ...... *4“ 's ) 

î.J.4 

&c. 


Il n’eft pas moins évident qu’on aura auffi cette autra 
fuite d’équations, 

(a 1 — al* 

K'=K -4 -A' i(a — a) — B’ i -i ; h 


Cl ±r!L_ ffl i£=lL +fai 

*.} *.3.4 

(a" a')* 

K*— K! -hA'i (a — a') — B" 1 — — — b. 

e, — — — d"» 


*•3 


*•3*4 


K"= K’-f- if” 1 (a w — a')— B" r i 


(a'»— a")i 


c-, + 

1.3 *.3.4 


(x — 

y = >-t- p (* 1 J —— + 


T — , -ü=irii:+&c5 

*.3 *-3 *4 

d’où l’on tirera dans la même hypotbèfe des diffé- 
rences a' — a, a" — a', &c, regardées comme conf- 
iantes, & repréfentées par A a, 

F f iij 


Digitized by Google 



4 i '4 Du Calcul 

y S a ( A J ~\r A I ■+• A 1 i -4“ • • . • • . p) 

-H — - — (B 1 1 -+-B" i —H B "' i -f- . .... -H- q) 

A ai 

*+" (C i-4-C' i 4-C w i-f-, . . . . .-+*r) 

1 • 3 

A 

— - — ( D i~{-D"i -f- D n i-+*. .... 

&c. 


En prenant entre ces deux valeurs de y une moyenne 
arithmétique, on trouvera 

y = 2C-+.Aa ^Ai+A' i-bA" i-f-. . . . . . . . . , 
At-t-p \ a a 1 

+P ~ -)“H— (Bi-i) 

AaJ / 

*4* ( C i “4-C i -+-C' i —H 

i.j \ 

C i -4-r \ ia* „ 

■4- r J H (Di-j) 

l / 4-3-4 

AaJ / 

H ( £i-f-£'i-hE"H- v 

*- 3*4-5 V l . 

E i -»-r \ Aa tf _ 

4- r V H- ( Fi — u) 

l J 4 *3 »4« ? « 6 

*+*&c ; 


& cette valeur de y fera d’autant plus approchée , 
qu’on aura pris la différence A a plus petite-. On verra 
aifément que de cette maniéré on doit trouver des 
fériés très- convergentes; mais il ne fera pas inutile 
de faire remarquer que cette formule peut fervir dans 
des cas où les autres méthodes d’approximation ne 
feroient d’aucun ufage. 

On demande, par exemple, d’intégrer e — ~*dx 
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de manière que l’intégrale difparoiffe lorfque x—0. 
On a p — e *, a = — — e ", r = ( — - — 

r 1 X 1 \ X 4 

2 \ *. / I 6 6 

) e ", J== ( — - 1 

ïl / \ X 6 xf X 4 

___ I 

Lorfque jt = o, K—o , & e *=s=i :^s*=o; nous 



aurons, en mettant — pour ^a,A , i=e~ t ,A"i = 

«T 

e-T, A"'i= e~T f &c ; C' I =(S*— 2 S’ ) c~', 

, U \ i i / 1 

— 77“^ c“T, &c;&c. Donc^=— -f-e _ * -f* 

e - T ^-. . . ~ -^7 » (1 + 777:) *+■ 

1 & 4 t <T 6 * 

-l (<T— 2).e- i '-h< rH • — e*7+.' 

. \ * 4 3 4 

.. . -T- e- -~(~l 

i/J Vx 4 xi J J 48 J' 4 \ x 4 

6 6 \ JL 

>4- J e~ * -J- &c. 

xf x 4 / 


Il pourroit arriver qu’en faifant x = a , on rendît 
quelques-uns des coetficiens A 1 , B 1 , C I , &c , in- 
finis, fans que y le devînt; alors quoique l’inté- 
grale fut poflible , la formule précédente ne donne- 
roit rien; mais on pourra toujours trouver quelque 
quantité à fubflituer pour x.'qui transformera la 
différentielle propofée en une autre qpi ne fera pas 
fujette à cet inconvénient ; ou bien on fera ufage 
de la méthode donnée par M. d’Alembert, & que 

nous avons rapportée page 2 JO. - - 

• F fiv 
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71. Newton, dans les Traités de Quadraturâ cur- 
varum & Methodus Fluxionum & ferierum infinita- 
rum , donne de très-belles méthodes pour rapporter 
autant qu’il eft poflîble les intégrales aux aires des fec- 
tions coniques. M. Côtes fimplifie beaucoup cette 
théorie dans fon Livre intitulé Harmonia menfurarum , 
en faifant voir qu’on peut toujours réduire ces in- 
tégrales aux logarithmes & aux arcs de cercle. C’eft 
fous ce dernier point de vue que les Géomètres les 
confiderent maintenant ; & lorfqu’une différentielle 
n’eft point intégrable algébriquement , ni par les 
Tables des finus & des logarithmes , on a recours à 
la méthode des fériés. Cependant il pourroît êtr^utile 
de favoir fi une différentielle propofée ne feroit pas 
réductible à la quadrature ou à la rectification d’autres 
courbes algébriques. On trouve les premières recher- 
ches fur cette matière dans le Traité des Fluxions 
de M. Maclaurin ; ces recherches ont été continuées 
& beaucoup. augmentées par M. d’Alembert dans les 
Mémoires de Berlin de 174 6 &* 1748. Nous com- 
mencerons par les différentielles qui font réductibles 
à la rectification de l’ellipfe & de l’hyperbole. 

Soit une ellipfe ou une hyperbole dont l’un des 
axes eft la , le paramétré de cet axe p, l’abfcifle 
prife du centre x , l’ordonnée y ; on a pour l’équa- 
tion de l’ellipfe y'-^-^—^a ' — pour l’équa- 


tion de l’hyperbole y 1 


i a 


(x 1 — a'). Donc l’élé- 


ment d’un arc d’ellipfe = — — ÉbrKC- 
*•*■4-— —Jr 4 ); & l’élément d’un arc d’hyperbole = 

1 Æ / 

■ ■ ■ y, ** — — (**— a*H — — *•). Je fais 

Vl* 1 —» 1 ) r \ 23 J 
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a 1 — — x 1 = a z , & j’ai la différentielle 


(iS). 




qui dépend 


y^i?— 1«) V{v—*l) 
de la re&ification de l’elliple > je fais aufli x 1 — a’-+- 

P * • • • 

x I = a?, & j’ai la différentielle ( ds ) 1 

i a 

— . — ? ^ . qui dépend de la redifi- 

cation de l’hyperbole. Cela pofé, fi on propofe la 


différentielle (dr). 


d ïVl 


, on dif- 


V / (/î 1 -f-gî-+-A)* 

tinguera tous les cas fuivants. 

i°. Si /& h font des quantités négatives, g étant 
une quantité pofitive; au lieu de la propofée, on 

prendra celle-ci, — 


— ï‘ 

d \Vl 


•»*) 


& en la comparant à dS, on verra qu’elle dépend 
de la rectification d’une ellipfe dont l’un des axes que 
je nomme a r—m — ]/ ( m 1 — 40*)* le paramétré 
de cet axe que je nomme p =m-\-\/(m 1 — 4/1*); 
l’autre axe féra =2 n à caufe de 2 r : a n : : 2 n : 
On peut donner au dénominateur ]/ (m? 1 — j 1 — n*) 

la forme que voici n 1 — î) J» 

qui fait voir que - — doit nécefiairement être plus 

grand que n* , fans quoi la différentielle propofée fe- 
roit imaginaire. Le même dénominateur peut être mis 
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fous cette forme — t jVj 

ou fous celle ci — •) — — ) , 

félon que r eft plus grand ou moindre que — ; on tire 
de l’une & de l’autre que j doit être plus grand que 
r. De plus, foit y ’x: ( r 1 — ar s ) l’équation de 

—t 

cette ellipfe, on aura r 1 — x 1 x 1 = r z & x 1 — 

i r 

rj— r* x 

— ; donc, à caufe de & de p'>ar, 


p 
2 r 


jr 1 eft une quantité pofitive comme cela doit être 
pour que l’abfcifle ne foit point imaginaire. 

2°.S\f étant pofitif& Il négatif, on a g pofitif ou né- 
gatif j au lieu de la propofce on prendra - 




✓ — n '~) 


- T + ^ v '[ f - T-'» 7 (t + "01 

& en la comparant à d s, on verra qu’elle dépend de 
la rectification d’une hyperbole dont l’un des axes 
que je nomme 2r = z hm-hp / '( \ n 3 ) , le pa- 
ramétré de cet axe que je nomme p — + m + 
4 -q.rc 1 ) ; l’autre axe fera =2 n à caufe de 
2r: 2 nu 2 ru p\ Si l’on prend pour l’équation de cette 

hyperbole y 2 = — — (a : 1 — r 1 ), on aura x 2 — r 1 -^- 

qui. eft 


toujours une quantité réelle. 


I 
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3°. Si f 8 c h étant négatif, on a g pofitifou négatif; 


au lieu de la propofée , on prendra 




V/(n*±LW?— I*) 


qui devient , en faifant % == ■ 


— n 2 du 


u 1 du-h n 1 du 


uy'u y/ ( mu—n 1 ) uy/ u\/ (u* ^±_mu — n 1 ) 

d u y/ u 

H : ; . Nous venons d’intégrer le 

\d( u 1 ±1 mu — n 1 ) b 

fécond terme; quant au premier, il devient — 

n * du 


du 


r ] 


-. Or fi nous faifons « + m — 


n' du 


— t, ce qui donne du H = dt , cette 

u u 1 

quantité* fe changera en celle-ci — — , dont l’in- 

tégrale eft — 2 1 / 1. 

4 0 . Il ne nous refte plus que le cas où , /& h étant 
pofitifs, g feroit pofitif ou négatif; & où il feroie 

d 7 v/ 7 

queflion d’intégrer — : — - — ; — — — — . Les deux fac- 


m 

Z 


teurs de n’ +mï + j i font j jh 

\S (-^ 1 _ „.) & î ± 2 — l/" ; 

nous examinerons en premier lieu ce qui arrive lorf- 
qu’ils font réels. Soit 

172 . fi* rt' • 1 ♦ 7 d * 

j-m ==«; la différentielle — — - - _r ; — r r > 


4<)0 Du Calcul 

qui n’eft autre que la propofée, fe changera en 
(u +r — Ht m' ^ du 


celle-ci 


\/u 

éu \/u 


|/( u J± î»! , )v / ^u-+ — +~ 
^ H — ip m'^ du 


-, dont le pre- 


%/uÿ(u^+im')\/ 4_ — +1 m' ^ 

mier terme dépend de la rectification de l’hyperbole. 
Soit i H; =u ; par cette fubflitution on chan- 


gera la différentielle 




V / ?V / (n 1 Z±wî-+-t 1 )» 


en celle- 


ci 


udu _j_ — du 
1 


y/(u _h T')*V / ( ua "<" na --“) 

= j’, & on aura 


ï & fi n*> 


m* r m" 

, on fera n* 

4 4 

m 

u a u 4- — du 

i 


-, On fera ufage de cette 


— ) V ( u% ■+-?* ) 
transformation ]/*( «» -+- q 1 ) = t — u , qui donnera 

“= i ( t - J r)- iu= Tr(‘ 
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ces valeurs, on aura la transformée 


— ;&en fubfHcuant 

( f î — q*)dt 
tVi iV'(t 1 +T mt — q*) 


; — — . Le premier terme de 

V'ïtv / (!*+ mt — q* ) ' 

cette transformée dépend de la redification de l’hy- 
perbole ; le fécond terme ou 

:y't^ / (t*'i+mt — 3*J 

t 1 dt-hdt dt\/t 

W mt — q *) ( r 1 •+— m r — ?* ) 

eft compofé de deux parties, dont la première eft 
intégrable algébriquement , & la fécondé dépend de 
la redification de l’hyperbole. Quant aux différen- 
tielles — — & 

• , elles font ren- 

y'uy'(u-\-im') ÿ (- 

fermées dans celle-ci (d 2) . . . — ■— 

dont nous allons nous occuper. 

d ? 

1 °. Soit propofé— — - - -r-» qui, en 

r r v / ïv / ( fl — V) 

faifant pour abréger devient 

ir 

— î ; je trans- 

V'JW 7 - -*“■ "*']• {] 

forme cette différentielle en celle-ci. 
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— 4-m' J 


qui eft égale à 


dont le fécond terme eft en partie intégrable algé- 
briquement , & dépend en partie de la rectification 

Gv 1 Hj perbole. En faifant j h— — — *-}— m! — - y t jg 

i ' 

transformerai le premier en ceci 
du y' u 

( » — * \ * qu * 

^ih +- \/l u ±L — u) 

dépend de la rectification de l’ellif^è. 

2 °. Si la propofée eft ^ 


ferai 


n - 


VlV(l 3, ±r.mï — n 1 ) 

ï == ~^~’ & je la changerai en celle-ci, 

— du 




-Vuv 'n'-^mu — u*) ’ quieft P réclfément « 1Ie dont 
cous venons de nous occuper. 

3°. Soit maintenant cette différentielle 

éç 

~ : — y:\ , ; — rr » eB feifant pour abréger 

\ //r n^ssam’, les deux faCteqrs de ±; 


Digitized by Googl 



Intégral. 4.63 

. m , m . 

mj-f-n* feront — *+- m & m ; & 

peut être plus grand ou moindre que 


772 


comme 


n*, je diftinguerai deux cas, celui où les deux fac- 
teurs font réels, &: celui où ils font imaginaires. Pour 

réfcudre le premier, je ferai — hP m' = u, ôc 

par-là je changerai la propofée en celle-ci , 

du . , 

_ , qui s intégrera 

V / u\/ (u zÏL im ')’y' hP 4— m’J 

comme la précédente. Pour réfoudre le fécond cas,' 


m 


dey' 1 


je ferai j ± — — =u,Sc pour abréger n 1 

i 4 

ce qui changera la propofée en celle-ci, 

— ■ ; en faifant enfuîte 

1 /'(u 2 -rq 2 ) = t — k, j’aurai — — , 

• ' V l V 4 — 

que j’intégrerai de la même maniéré. 

4 °. Il ne refte plus que 1 — , 

“ VW( m l—V — n ) , 

qu’on peut mettre fous cette forme , 

d% • r • '• 

, qui tait voir que 

772 " . t > 

— doit être^/z 1 , fans quoi la propofée feroit imagi- 
4 

naire. On fera pour abréger K(4—) — m, 
& on la changera en 
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D u 

d l 

c 

A L C U L 

V\V 



r m -1 



• V 

Lt + ” u 



; fuppofant 


enfuite — 4-m' — {—u, on aura 

—du , 

-, qui n’eft qu’un 


x/uy'ixm' — u) */£ 4- ml — uj 


cas particulier de la différentielle du troifiéme numéro. 

La différentielle — - dépend 

\/(a-i-bu-hcu*-hf u* ) r 

de ds , ce qu’on trouvera en fuppofant l’un des 
fadeurs réels de a-f-iu-t-cu'-4-/a J (& cette quan- 
tité en a toujours au moins un qui eft tel) égal à 
? > on trouvera par la même transformation que 
vdu 

— — r — — ■ ■■ eft compofé de deux termes , 

dont l’un dépend de d.1, & l’autre de d<r; quant à 

celle-ci , — , en, faifant u = 

u y (a-t-iu-j-cu* -+-/«» ) 

elle devient dxy'x 


V( ax* -hbx x -hcx-hf) 
Maintenant , foit l’équation du troifiéme ordre 
(«) xy' — a car-h/, d’où l’on 

tire ydx== — ]/(ax'-{~b x'-\-cx-+-f); en mul- 
tipliant cette différentielle haut & bas par fon nu- 
mérateur , je la transforme en celle-ci 
f dx j ( c-+-bx-+-ax*)dx^/x 

V / *V / '(“* ï -+-£**4-orH-/) x/Çax^-hbx^cx-i-f) * 

dont le premier terme devient, en faifant *=— , 

u 

—fdu 

Je nomD1e ce p rem,er terme 


Digitized by Google 


d ( /, &. il eft clair que 


Intégral. 

cdx \/ x 




V ( a *•»-+• bx * 4 - c x -+■/) 


ydx — do-' 


(6x~ha x 1 )dx\/ x 


,, r .. — Soit,r = — ; 

. , )/(axi-i-bx'-i- cx+f) ;; s U 

le dernier terme du fécond membre de la précé- 

■ « - » J ’*»i sJ • 

dente équation deviendra --—IÏZ a }J. u # 

, « * V'( a-t-iu-j-cw 1 -f-/u 5 ) 

Si cette difFe'rentielle eft en partie intégrable algé- 
briquement , & dépend en partie de celles qui pré- 

ccdent, je puis faire - — 

(a-f-4u-t-cu 2 -h fui ) 

d[(Au x -±- Bu P) \/(a-+~bu-\-cu* -+-/«’ ) J -f- 
— l-D+Euj du 

77 ï — — — — — — — , A, B, C, D, E, tx 

iu-f-cu* ~ 

étant des quantités qu’il s’agit de déterminer. En ré* 
duifant tout au même dénominateur, & divifant par 
du, j’ai la transformée b u a =X a A u x + x - +- 
( x ■+■ ï ) bA u x + J -J- (x -f- 1 ) c ♦ 4 4 - ( x -p. î ) fAu* * t -+- 

M a B + 1 -+- C h- -t- j ) £ B u* - ? ( fx -+-i ) c B u* * 4 -+- 

(p-^-\)fBuP + f -H Cn 1 -4- D «’-+-£ u 4 , qui devient, 
en faifant x = — 2 & /*= — i qui eft la feule hy- 
pothèfe qui foit poffible , ' - v 


1-B.u*——A.u »- 

X - 2 

4-£ 


:/îu J 




Z: 


Au — 2aA=o , 


-h D 


— — B — a B 

• - 1 

4- C — £ 

& donne — \>B— , C 


J» 


*a 


D=*= -, E: 

4 


*/ 


Sa 

( bu-ho)du 


c. 

Z 


— .Donc 1 r — 7 — 

8a . u*i/(a-+-ou-f-cuM-/uJ) 
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(j a— bu) f du _ (b x ■+■ ^ac)du . • , 

“ Sav / (a4-^4-ru 1 Tp7Ô Sau ^ (a+bu-hcu'-t-fu J ) ' 

Or comme en faifant u= — , le dernier terme de- 

X 

{b'- + < ac)d X \/x jj eft dair 

, . . . i » . r\ 1 1 


vient 


«**) 


8 a v/ ( a x î -V i x * -t- c x -+•/ ) 


<?x y / jt 


tx 1 + c*+/) 
\/* , , 6 


z _ 4 ay/x 

(1 a — bu)fdu, . 


) 


y/(ax> 

. 11 f — y dx-4-d<r'-l-dfY 

b'—*ac V , LV * 

l/(j*4-S*M-CAr •+•/)]) + ,J (a _ hlu+ai > + f a » ’ 

c’eft à-dire que l’intégrale de cette différentielle eft 
en partie algébrique, & dépend en partie de la rec- 
tification des fe&ions coniques & de la quadrature 
d’une courbe du troifiéme ordre dont l’équation eft «. 

Il en faut excepter le cas où l’on auroit i l =<j.ac; 
alors on fuppofera , ce qu’on peut toujours faire , 

que ax'-hbx 1 -\-cx-+-f=(mx-+-ri)(px'-'+-qx+r), 

ce qui donnera a = mp, b=mq-\-np , c = mr4- 
n>j ,f=h r , & au lieu de b } = ^ac, cette équation 
(mq-t-Tipy=‘i m p(mr-t-nq). On fera enfuitemx-H 

h= r , & la difFérentieïle 

. Æ ’' — n ) 

deviendra _ TOig+ .' n ^ j * 

qui, étant multipliée haut & bas par J/ (^ — n) , fe 
changera en celle-ci , 

idt-nd j , , 

V'n^pi’ + imî-^npK^im'r-tTOnî+jn^H-m-or+mn^-B^Î’ 

dont le fécond terme eft la même différentielle que 
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d 9 ; le premier ne fouffrira de difficulté que dans 
le cas où l’on auroit ( mq — ^np) , z=^p(m 1 r — 

2 mnq-h %n*p ). En comparant cette équation avec 
celle-ci (mq -4- np)' = ±mp (mr-f- nq) , il vient 
np(mq — «/>)= o, ce qui donne, oun = o, ou/>=o, 
ou mq — np= o. Dans les deux premiers cas on a les 

dx 

deux «différentielles — — & 

y m \/ (px *-»- q x-4- r ) 

— , qu’il eft bien facile de 

v'Cmx-H/OVC?*-*-!') 

rendre rationnelles; nous allons nous occuper du troi- 

fiéme cas. Alors Tes deux équations que nous venons 

de comparer deviennent identiquement les mêmes , 

& donnent p m*r=®, c’eft-à-dire p — o, ou m=t=o, 

ou r = o; fi m=o ou r—O, on a les différentielles 

dx \/x dx 

& 

ynyçpx* +qx-+-r) y (mx -+- /i) . y(px -k-q) 

qu'il ne fera pas plus difficile de rendre rationnelles. 

Soit encore la différentielle 

; {J i e dénominateur a des 

y (a-+- bx-hcx 1 -+-/ « J -hgx 4 ) 

fadeurs binômes réels, & que k + lx foit un de 
ces fadeurs, en faifant k-\-l x = f , on changera 
cette différentielle en une autre de la forme de 

, qui , comme on voit, 

VW ) 

fe rapporte à des arcs de fedions coniques. Mais daùs 
les autres cas, le dénominateur pourra au moins fe dl- 
vifer en deux fadeurs trinômes que je repréfenterai par 
k-y-lx-t-mx 1 , p+qx-hrx^ & j’aurai à intégrer 

la différentielle — — — 7 — y . 

En divifant p *+• qx *+- rx* par k-\-lx-^~mx l , 
1 Gg ij 
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r rk r 

& faifant pour abréger — =*» P ~ — 


ri 


. = b, je trouve pour quotient de cette divifion 


un refte £ + «x; ainfi la propofée devient 
dx Je fats enfuite 


(i+Ix+M 1 )»/ [*“ 


c -*-« * 


rl 


J72X 


C-4-vx 

'--4-ix-hk 


JL , d’où je tire , en réfolvant 


»î — / 


i m 


2 m 


l’équation du fécond degré , a: 

l/r 4 mCCî— O’I Je mets pour x, x' & dx 
leurs valeurs dans la différentielle précédente ; elle 

devient par là 


tJi 




lj z ] 


puis, en faifknt — = «, je la change en celle-ci 
? ZL :du 


y'(a-+-u) . y'[« 1 -+- (4mC — t W) u-h(f l 4Wtfc)u*] 

qui fe réduit aufli à des arcs de fedions coniques. 
Donc dans tous les cas la propofée ne dépend que 
de la redification des fedions coniques. 

Newton , dans l’Ouvrage intitulé : Enumeratio 
linearum ttrtii ordinis , rapporte toutes les courbes du 
troisième ordre aux quatre équations fuivantes ( Voyez 
l’Introdüdion à l’Analyfe des lignes courbes algé- 
briques, par M. Cramer, & l’Ouvrage de M. Luler 
qui a pour titre : Introduftio in analyfin injinitorum ) , 

• X yt^. e y=:ax'-\-bx 1 -+-cx -+-/ 

xy~ ax* ■+■ b x 1 - 4 - ex ■+■/ ; . • 

y 1 = CLX } -k-bX* ■+■ CX -h/ 

. y = ax* H- b x 1 ex *+■/• 
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T . . . edx dx 

La première donne y dx = 1 

J XX — X 

j/ dont le fécond 

^ax*-hbx* -h ex 1 -4-/.V -f- — \ 
terme devient 4 


dx 


i°. En repréfentant par m x'-t-lx -+-£ & rx a -4- 
qx-+-p les deux fadeurs trinômes du dénominateur, 

dx ■ _ . 

on a =s 

* V ( ax^-i-ixi-hcx 1 -hfx-h — ] 
dx 4 


x(mx '+l, + k) 

r L mx' + lx+i J 

. dx 

forme en 

»4/T- r — -H 

r L mx' + lx J 
( mx-k-l)dx 


que je trans- 


r L mx 1 +lx+k J 


, dont le fé- 


cond terme n’eft autre chofe que — 

mxdx -+-ldx _ , , 

-, Je change le 


•+•&** -h cw*-h/xh 

fl %• 

premier en ce qui fuit, 



C + » x ”1 

f* V I a * 

k + lx+mx* J 


qui 


en fuppofanf 


C- 4 -vx 

k-hlx-4-mx* 

;+*<?£ 


= — , devient 


^ "• (*? — O 2 ] 

1 ' Ggiij 
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l/-\ / \ i m im 

dont le premier terme 

_ — — — «ft integra- 

b!e en partie algébriquement, & dépend en partie de la 
quadrature de la courbe du troifiéme ordre dont l’équa- 
tion eft *. Je multiplie le fécond terme haut & bas par 

" ?,_i =f — 4— K‘E4">cct — *;-+-( «I — ' i)’]i ■' 


x m 


x m 


devient par-là 


*T— / 

+ - î — e<f* 

«l -t * 


x^[.H Jv / [4®C C l- i ’)*+*( v ?-0 a ] 


, dont on rendra la fe- 


concîe partie rationnelle en faifant j/ ^a-f- — ^ = u. 


Si l’on fait « H- = k , la première deviendra 

• » -*•*/— lu IzCdu 


C+ak-tu 


U-a 


ikÿ u\/ [qmÇu — a)(C-f-ajt — 4- a] — iu) 1 ] 

qu’on trouvera, par la méthode des fractions ration- 
nelles , être compofée de deux termes de la forme 


de 


( m -t- n i ) ÿ 1 ? V ( f\ 1 +■ S l + h ) 

dï ndT’V'T! 


m V / tV(/? 1 +?ï+iy " m.(m-hni):\/CfV-hgl-*-hy 
Le premier de ces deux-ci s’intégre par les arcs de 
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ferions coniques ; pour intégrer l’afutre , je fais m -H 
' n j — u , & je le change par- là en 

- v’ (lùx/n.'x/ (u> — m) . . 

— , qui, étant 

, mu v 7 u — m)-t-hn x ) 

paukiplié haut & bas par ( u — m), devient 

" !• duy / n ■ . 

. duy/n . ’ 

— m)r*-hn 2 ] 

dont la première partie dépend de la redification 
des ferions coniques , & la fécondé de la redifica- 
tion des fedions coniques & de la quadrature de la 
courbe du trovfiéme ordre, dont l’équation eft «. 

2 °. Les différentielles qui nous reftent à intégrer 
pour achever de quarrer la courbe du troifiéme ordre 
dont il eft queftion maintenant , font toutes comprifes 

. h x^dx > 

dans csll^îrei — — — » ou 

ytCax^-t-bx* ~H C ** J 

m eft un nombre entier pofitif; ainfi par la méthode 
du f*V 67, nous pourrons faire dépendre ces diffé- 
, dx Mmî 

rentielles de £ l ul 

*+■$** 

s’intégre par |a redificatjon des fedions coniques. En 
faifant uiage de la même méthode, nous trouverons 

•auffi que “ — r- • — — "TT dépend 

x”\/ ( a* J 

d’arcs de fedions coniques & de la quadrature de la 
• courbe dü troifiémç ordre dont féquation eft «. 
Les trois putres équations dp ppifiéme ordre don- 


Digitized by Google 



472* Du Calcub 

' * - -r»-> " - * 

nent les trois différentielles ax* d.x-+-l£ dx -+-C dx-Jr 
■ ^ X - , d.v\/'(ax*’-\-bx*-\-cx *i-f), ax’dx-f* 

X 

b x 1 dx-+-cxdx -+•/ d x, dont la prèmleré & la 
troifiéme s’intégreront bien facilemehH- la féconde 


devient 


a* J dx-hbx* dx-i-cxdx-i-fdx 


tjni s’inté- 

* J 4 


grera par la rectification des feétions coniques. Noqs 
ne pouflerons pas plus loin ces recherches, 8c nous 
terminerons cet article par réfoudre ce Problème,: 
Trouver la furface du cône oblique , qui a pour bafe ufi 
cercle. « t 

Soit le rayon du cercle qui fert de bafe au cône 
= i , l’abfciffe prife du centre ==*• , là hauteur du 
cône —h, la cfiftance du centre ( de la bafe au piefi 
de cette perpendiculaire =a; cela pofé, fi ; ngÿs 
menons une tangente au point de la circonférence 
qui répond à l’abfciffe x, & que du fommet :; du conte 
nous abaitlîons une perpendiculaire \ fur cette tan- 
gente , nous aurons pour l’élément de la furface du 

* » • • 1 J * !•< . * • cS • '.4 

cône , & nous trouverons enfuite par 

l\/{t — X 1 ) 

une conftruétion fort fimplo,'^=|/ 

Ainfi la différentielle à intégrer fera 


dry' [h* -t-(ax — i) 1 ] 
V C i — x 1 ) 


, ou , faifant i — a* 



_ — — : . Soit , pour abréger 

iWl'l—j) , t .. y. . V 
AH-(a— i) I ==m 2 , — 2 a (a — i ) = n, & notre dif- 

c . • „ . • ‘ j dzV(m*f-hnx- 

lerentielle deviendra que nous 

TV(‘ï” ') 

changerons, en la multipliant haut & bas par le nu- 
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mérateur.en celle-ci, ^ 

Vv^^î — OVCmHiiî-f-fl 1 )’ 

Le premier terme i 

1/(1? — 1 ).\/ (m* {î-t-nç-t-a 1 ) 
dépend de la rétification des fêtions coniques. Le 

ndç 


, en 


faifant 


fécond 

\V (*{ — 0 -|/( m * l 1 -t-nf-ha*) 

— —u, devient ~nduyf u & 

î V Gfc — u).y/(a 1 u î -hnu-hm 1 ) ’ 

pend par confequent de la rétification des fêtions 

coniques & de la quadrature d’tlne courbe du troi- 

fiéme ordre dont l’ordonnée feroit 

y/(z — u).\Z(a'u 2 +aa4ifli») 

‘ ~ÇT U • "our intégrer le troi- 

r » ■>•'•*> a*dr — ' x 

ueme ou — ï t_ 

• î a v<(Mrr^'t !*✓.(»= $*.• -Hn i-haï*) ’ ' 

fuppofe=d[^^l/(2j-—i).ï/(mV+-«?-l-fl 1 ]-h 

Ç-~*-à-hDi)di 

Vcî-o.^r+nî+lT ’ & ,a transfor “ 

mée fl , =(2^ + j)mMï* + <4.(x+i)( 2n — m>) 
A^ K *i (2a J — n^A ^* 2 — a^KA^+'-î- 

, qui montre évidemment qu’on ne 
peut donner à A d’autre valeur que celle-ci, a= — 1 . 

Donc a 2 =(m 2 A+D)f-\-C^~ f — ~~ n 

v :V. 4 

■B J p+u 1 -<4 , d’où il fera bien facile de tirer A — 1 f 

p . 2a * — n n n 

b — ^ q G- — . 0 , £/== — m 1 } 5ç il ne reftera 

plus à intégrer que les deux différentielles 
_____ (ia 2 — n)d\ 


l 
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dont la fécondé 


dépend de la redificatîon des feétions coniques , & 
la première de la rectification des feétions coniques 
& de la quadrature de la fourbe du troifiéme ordre 
dont il vient d^être quefiion. On trouvera dans un 
fupplément aux Mémoires de Berlin de 174 6 &c 
1748, imprimé dans le premier tome des Opufcules 
de M. d’Alembert , d’autres recherches fur cette 
matière. 


CHAPITRE VIII. 

; vj:.. . - - 

De la féparation des variables dans les 
équations différentielles. 


72. Nous avons parcouru, n°. 47, quelques cas 
fimpl.es où il eft poffible de féparer les variables dans 
les équations différentielles. Nous ayons vu que le Pro- 
blème n’avoir pas de difficulté loffquq l’équation étoit 
linéaire & du premier ordre . telle que à y r+r Pydx= 
Qdx , où P & Q font fondions de x & de confiantes. 
Je remarquerai en paffant que l’équation dy-+- Pyi<x 
— Qy"*~ 1 dx fe ramene à la précédente, en fai- 

ÿ . r. h .S ■ v i . 

lant = z. 

r r . • 

Le Problème n’a pas* plus de difficulté lorfque 
l’équation dp premier ordre eft homogène , ou qu’on 
peut la rendre telle comme nous avons fait celle-ci, 
dx(e-\-fx-{-gy)z=xdy{fi’^~ix-hky). Soit propofé 
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d x( ay n x* n -+- by n ' ar m '-H cy rt "x m " -h &c ) = dy (fy'x^ 4- 
gy’’xi Â '-{-hy ,n xf i ”-\rSic ; on fera 7*= f 9 & x = u* t 
ce qui donnera la transformée s- u°~ l du (a\* "u’™ -f- 

b^n u e m'_j_ c% >n> U' m * & c) = Sf J ~ 1 f- 

g î 9 *’ A^* ''V*" -4- &c ) » qui feroit homogène (i 

r — I m =<r — I -+-0n' + (rm'=<r — i-f- 

® «" + 9'I7!* &C = 0 I -f-flv-f- «-fl =3=0 I -f-9 V -\- 

*V=fl — I +ô» , ' , -f-<r/x''&c. On tire delà qu’on ren- 

t . , _ m’ m 

dra la propofe'e homogène en faifant y= 1 « — »' 

ri h 

ou x=u m ~ m ’ , pourvu que toutes ces équations 


->* — m 1 y — -m— i . . 

=os &c, aient lieu en meme- 

n — > — 1 n — *" — 1 

temps. Je prens pour exemple l’équation ay*x 1 dx 
bix-\~cyxdx—fx*y t dy\ je la compare avec l’équa- 
tion générale , & j’ai n ss= m — 2 , n 1 =* m 1 =?= o , 
n"=m"= 1 , /*=<j. , v=2 ; donc la propofée a les 
conditions requifes , & je pourrai la rendre homo- 
gène en faifant y = - 1 * ; elle devient par cette fub- 


ftitution ax'dx+bf'dx-^cfxdx- 


fx*ài 


Soit cette autre équation dy-^-y 1 dx=sax m dx qui 
eft connue des Géomètres Tous le nom d’équation 
du Çomte Riccati. Il fuit de ce qui précédé qu’on 
pourra la rendre homogène , dans le cas de m— — 2, 

en faifant y = — ; elle devient par cette fubflitu- 

tion f* 0~£) d x^= o , d’où l’on tire , en 

fuppofant z = ux, = — . Mais il y 

rr x l «U* * 
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a une infinité d’autres cas où il eft poflible de ré- 
parer les variables dans l’équation de Riccati; le plus 
fimple de tous eft celui où m = o, & où cette équa- 

dy 

tion donne fans aucune préparation dx = — . 

Pour en trouver d’autres , je fais y = — , & la pro- 
pofée devient — dx — ax m î*dx’, je fais 


enfuite x m "*■ * = u , 


m -h i 


■ = £ , & je la change en 


celle ci , du — 


m -f- i 


u m ' +1 du, qui m’ap- 


prend que fi dans la propofée on peut féparer les 
variables Iorfque m = n , on les féparera auflî lors- 
que m — Je fuppoferai encore y = 

7 7*dx 

— — , & la propofée deviendra dz i = — - 

x 1 * 

ttx m ' + *dx, dans laquelle fi nous faifons x——— , 

nous aurons cette transformée d j *+■ f * d u = 
au —m * du , qui nous apprend que fi dans la pro- 
pofée on peut féparer les variables Iorfque m = n, 
on les féparera aufli lorique m = — n — 4, & nous 
venons de voir qu’alors on pouvoit aufli les féparer 


Iorfque m; 


«-4- I 


Ainfi un feul cas étant connu. 


celui où m = o , par exemple, les deux formules 


ik = — n— 4 & m=- 


n -4- 1 


-en feront trouver une 


infinité d’autres. En faifant n =0 dans la première, 
on trouve que la féparation eft poflible Iorfque m =5 
— 4; on trouva, en faifant n=sz — 4 dans la fécondé , 
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«jue la féparation eft poflîble lorfque m — — y ; & 
en continuant de même , on trouvera qu’on peut 
toujours féparer les variables dans l’cquation de Ric- 
cati lorrque m eft un des nombres de la Alite infinie 
o , dj. , y , y , y > ~ > ~ > &c ! nombres 

qui font tous renfermés dans la formule générale 

- ^ j ^ 

— — , où i eft un nombre entier pofitif quel- 

n _(. i 

conque ou zéro. Je reviens aux équations qui font 
homogènes. 

Si l’équation du focond ordre K=oeft homogène 

dy dp r . r 

en^.x,— — = p , — — —qi entaiiant^ = ux & q— 


— , on aura une équation entre \,u&p que je nomme 


dx 


V'—O. Mais dy—pdx—udx-\-xdu, donc = 

A h ^d x N 

■ ; de plus dp—qdx — , d’où l’on tire 

dp du a , 

= . Avec cette équation 

t P — " 


P — u 

dx dp 

=Z—d— & 

* ? 

& la précédente P'=o, on fera en forte d’en trouver 
une du premier ordre entre les variables p & u, dans 
laquelle s’il eft poflîble de féparer p , on aura , au 

moyen de = — — — , la valeur de x en u , & 
J x p — u 


auflï la valeur de y en u, car y — ux. Pour rendre 
cela plus clair , nous nous propoferons les exemples 
fuivans dans lefquels dx fera confiant. 

Intégrer l’équation du fécond ordre x'd'y-b 
x£xdy=r=nÿ dx 1 , quln’eft autreque qx’-hpx—ny. 
En failant ^ =ux & ÇVrfJ* on la change en celle-ci. 
j-f- px= n ui & fuoftltûant pour \ fa valeur dans 
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4 ? 8 

dp du 

, on a (p — u)dp = (nu — p ) dit. 


ou nudu-4-udp — pdu—pdp , équation homogène 
de laquelle on tirera la valeur de p en u ; puis , à caufe 
, dx du 

de = , on aura celle de x en fonction 

x p — u 

de la même quantité, & le Problème fera réfolu. 

Je prendrai pour fécond exemple l’équation (d-r’-h 

dy 1 ) 1 — ndxd , y\/ r (x i -^-y l ) qui n'eft autre que ( î-t-p 1 ) 1 
=nq \/ r (*»-f -y*). En faifant y = ux & qx=^ , je 

l 

la change en celle-ci, (i+p , ) T = »r]/( i -f-u 1 ), & 


fubftituant pour \ fa valeur dans = — — — , 

? P — “ 

j’ai n(p— u)dpY(i ■+-u')—(i-\-p'ÿdu, ou 

77T^FTT^F=1 /c, - , -“ >-7ïï- A > ant 

ainfi préparé l’équation qu’il s’agit d’intégrer, je re- 

dp du 

marque que - — & 




étant les différen- 


tielles de deux arcs dont l’un a pour tangente p, & 
l’autre pour tangente u , je ferai avec fruit ces fubfli- 
tutions p = tang. b 8c «=tang. C, qui donnent 

= i-j-, p— 

' ' * • 

fin. icoCC — cof.i.fin. C fin. (J — S) 

cof. b cbf. C coL b cof. Ci* * 

changent par conféquent notiié 1 équation en celle-ci, 
ndb fin. (b ::j —£)=dG. Si l’on fait b- — £=$, Inéqua- 
tion précédente deviendra ndb fim Q = db 
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d’où il fera facile de tirer db : 


d 9 


• i — n liü. 9 

j ** 


419 

,dC= 


i — n lin. 9 
d £ cof. b 

— 777 , on aura — 

cof. G un. 9 x 


-d$ -, & à caufe de î=î 

X p — U 

dx ndçcof. b 


d 9 


cofi £( i — n fin.®) 

Nous avons enfeigné à la fin du n°. 6 $ -, à intégrer 

. i°. Lorfque n= i , cette différentielle 

(r — firi. 9 )^9 , ... , 

— — : , dont nnte- 

cof. 9* 

i +ün. ♦ ' , , 

; donc b = 


i — n lin. 9 


dtç 


devient 

i — fin. 9 
grale eft rang. <p- 

! - 4 - fin. o 


coll 9 cof. 9 

i -f-fin. 9 dx 

.. <? -f- C » & 

col. 9 cof. 9 x 

dbcof.b . i-4- fin. 9 

— . De 1 équation b — c= - — ; , on 


+-c; C = 


cof. (,6 — 9 ) 

. r (i — r) a — t 

tire fin. <f= — — 7- ■■ ,cof. <$>= 


(b — 1 


dx 


cof. 9 
»(6— C) 
(b — c) 3 -- 1- 1 


& , fubftituant ces valeurs , — — =s 

X 

C ( — r) 1 -hi]éJcôC3 . > 

— - — ; — — — ; or le numera- 

a(i — t) cof.i-4-[(i— eJ'-^ijfin.A 

leur étant la différentielle du dénominateur , on a 
7- — 2 (£ — c) cof. b -{-[(b- — c) 1 — I ] fin. b, c Sc 
c font les deux confiantes arbitraires ajoutées en in- 
tégrant. Maintenant C=b — A tang. - i 

*(* — c) 


donc u =sc tang, C ; 


* tang. b- 


-'l 

1 (6-r ) 


i *f* ; L " - tang.* 


, & par 


1 (fr"îC> 
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conféquent y = u x = c ( 2 ( b — c ) fin, b — 
[{b— c)' — i]cof.fc). 

2°. Si n> 1, la différentielle — — a pour 

1 — n lui. 9 

Intégrale 

— t )C 1 -4- 1> ( r — lîn.ip)] 

v/fC' 3 — i)(i-+-lin.?) — \/ [(n-t- 1 )(i — fin. 9j] * 
donc, en fuppofant pour abréger ( b — c )]/ (n 2 — 1) 

=b , on aura — = = 

e* — 1 

(n — i)(H- fin.9) 


col. 9 y/ (n* — \ ) 


• 1 n • 


v'Rh-HKi — fin. 9)] 

. On tire de cette équation fin. = 
(c»'— e~*’)v'(« a — O 


-, cof. <? = 


ne 


ne*' -4-1 -+-ne — *' ’ ' ne* -4-i 

. , dx ndbcoC.b dx 

&, a caufe de = — — — — — , 

X col. 6 col. 9-+- lin. 0 un. 9 x 


— y 


ndb cof. J(ne*'- 4 -z- 4 -ne~ *') 


(e* — e — *Jcof.6|/ (n* — i)-4-(e*'-4-ifl-»-e — *}lin.A 
dont le numérateur eft la différentielle du dénomi- 
nateur; donc j=c'[(e‘' — e *') cof. b]/ (n 1 — i)-+- 
( e* - 4 - 2 n -t- e - "*' ) fin. b ]. Mais cof. 6 =cof. b cof. 9 -h 
fin, Mîn. <p, d’où l’on tire cof. C (nc & '-f-2-f-ne~ *) 
3= cof. b(e y — e~* ;|/ r (n* — 1 )-\-fm.b (e y -h2n~h 
e — *’); onadoncauffi x=c' cof. C (nt b -\-2-r-ne y ). 
Enfin, à caufe de y — x tang. C , on a j=sc'iîn. C 
( ne 1 -+- 24 -ne *'). 

. e ?9 

3°. Si 1 , la différentielle ^ f a pour 


intégrale 


A tang. 


✓ C» -n») 
ou , à caufe de tang. 2 x 


1 —h fin. 9 
(n-4- 1 ) cof. 9 

(i-f-fin.9) v'C 3 — n 1 ) 

i tang. x 


r — (tang.ar) 


-, elle a 
pour 
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cof. (p 1 — n 1 ) 


»/(.- 

A cof. 


A tan z. 

«*) 6 
n — fin. 1 p 


(in. ç — n 
Donc en fuppo- 


v/(i — n *) 1 — /z lin. <p 

Tant pour abréger (i? — c)|/(i — n , ) = b‘, on a 

7 -^— — cof. b' , d’où l’on tire fin. <p = 

1 — n (in. <p 

n — cof. b' . Cin.b'\/ ( i — n*) . dx 

—, col. 41 — — — . Mais 


1 — n cof. b' 

ndbcoC. b 


1 — n coi. b' 


cof. b cof. <p-f- lîn.i lin. ç 

ndb cof. b ( i — n cof. b') 


cof. b lin. b' y/ ( i — n 1 ) -t- lin. i( n — -cof. b') * O t 6 

numérateur eft encore la différentielle du dénomi- 
nateur ; donc x = c [ cof. b fin. b' ]/ ( i — n 1 ) -h 
fin. b(n — cof. b') ], ou parce que cof. G = cof. b 
cof. <4 fin. b fin. q, x = c cof. G ( i — n cof. b') 8c 
y — x rang. G == c' fin. G ( i — n cof. b' ). 

Si en faifant dans l’équation V=o , que nous ne 
fuppoferons plus être homogène , ces febftitutions 
y — ux n , p = x n ~' t, q = x n ~ 1 i, on a une trans- 
formée qui foit telle qu’en donnant à n une certaine 
valeur, les x difparoiflent entièrement; il fera encore 
facile de ramener la propofée au premier ordre. 
Soit, par exemple, cette équation du fécond ordre 

d * y dy , 

x* — — - = ( x* >4- 2 x y ) — 4 V 1 , qui devient 

dx 1 dx i 

qx* = p(x*-+- 2 xy ’) — 47 1 ; par les fubftitutions 

précédentes, on la change en celle-ci, 

x' ~ +2 t -f- ar ln ( 2 tu — 4« 2 )» de laquelle x difparoî- 

tra abfolument fi l’on fait 27i=n-+-2, oun=2, 

& on aura f=r-+-2t« — q.u‘. Maintenant, à caufe 

de y = ux 1 , p = (x, <?=?, on a xdu-h2udx=æ 

J Hh 


\ 
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dx 


tdx & tdx-^r x dt — zdx, d’où l’on tire = 

x 

du dt 

, équation qui devient, en met- 

t — i u ^ — r 

tant pour ? fa valeur, (t — 2u)2udu = (t — 2 u)dt. 
Cette équation donne 2 udu = dt &c — r; à 

moins qu’on ne fuppofe t — 2 «=o. Alors, à caufe 
, dx du . 

de = , on a du = O , u=c , &c y = 

x t — iu 

c x 1 qui ne peut être qu’une intégrale particulière de 
la propofée , puifqu’elle ne renferme qu’une leule 
confiante arbitraire. Mais en mettant pour r fa valeur 

dx du dx 

u’ -h c dans — , on a = 

x t — iu x 

. Si l’intcgrale doit être prife de maniéré 

U z 1U-+-C 

X I X * 

que c = i , elle eft lûg. — — = « — = , 

t x — u x 2 — y 

£ elle doit être prife de maniéré que c< 1 , elle eft 


log- -T = 


— 1 


c) 


log. 


u — 1 -H \/( t — r) 
u — 1 — y/ ( x — c) 


— c) 


tire x 


log. 


y — x»(i — y/(t — c) 
y — x 1 ( x v'C * — O 


, d’où l’on 


Dans 

\y — **(!—✓(* — O / 

le troifiéme cas où c>» 1 , on peut mettre la diffé- 


rentielle fous cette forme — — 


dont l’intégrale eft log. — 


(u l 

f 


A tang. 


*/(<— O 


-, ou 


V'(c-I) 

- 1 y — x * 


VX C — O *Y(t — O 
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= rang. Ç]S(c — 1 ) . log. .11 faut remarquer que 

réquation^sccAr 1 , qui fatisfaità la propofée, ne peut 
d’aucune maniéré être comprife dans fon inte'grale 
complette , & que par conféquent elle n’en eft pas une 
des intégrales particulières. 

L’équation V =. o eft homogène feulement par 
rapport à y,p & q; c’eft-à-dire qu’en faifant p—uy, 
q=qy , on aura une équation entre x, u & q, de 
laquelle on pourra tirer f égal à une fon&ion de x 

d y 

Si u. Mais p—uy, donne — ~ — u d x , & dp — 

y 

. . . v „ . dy tdx — du 

udy-\-ydu=^ydx, d oui on tire — — = , 

donc du-\-u 2 dx=qdx , équation du premier ordre 
encre « & x , dans laquelle lî on peut féparer u , on 

dy 

aura la valeur de y par l’équation = u d x. Je 

prendrai pour exemple l’équation xyd’y=ydxdy-t- 


xdy 2 -\- 


bxdy ' 1 


v/(a* — x 2 ) 


où dx eft confiant. Cette 
bxp* 

équation devient xyq=yp-\-xp x -\- m ^^ ai ' x 7y » 

laquelle , en faifant p — uy , q—qy, on changera 

bxu * 

en celle-ci, xq — u-\-xu 2 H — — , & a 

y^a* — x 1 ) 

ne reliera plus qu’à féparer les variables dans l’équa- 

. 1 1 1 bdx , 

tion du premier ordre + — — \-u 2 dx 

bu'dx . s n xdu—udx 

. qui n elt autre que ■ 

^ V(a>— . x 2 ) '* 1 . 


Hhij 


Digitized by Google 


4 8 4 


bxdx 


Du Calcul 
, dont l’irytégrale complette eft c — «* 


v' C a * — **) 

— — b 1 / ( a* — jt‘ ). On tire delà « = 
u 

. ; & , à caufe de = ud x, 

c-t-b^/Ca 1 — x 1 ) y 

J_L — llî . On fera J / {oi 1 — x')—t\ 

y c-*-b\/(a l — x 2 ) 

iy — tdt 

& parce que x ax= — tat, on aura-— - = 

= — — « — C —, , dont l’intégrale çom-i 

b b{c-+-bt) 

y te 

plette eft log. — — — h — log.(c -+-£/) = — 

v 1 r ~~~ •+* TT lQ S- [ c +- b V («*—**)]. qu» 

eft aufli l’intégrale complette de la propofée , puif- 
qu’elle renferme deux confiantes arbitraires c & c. 

73. Nous avons démontré (n°. yx ) que l’intégra- 
tion complette des équations linéaires fe réduifoit à 
trouver n valeurs dey qui fatisfilfent à l’équation Ay-\~ 


B 


dy 


dx 


-hC 


d*y 


dx 2 




C/JLL = o. Si l’équa- 
dx n 


tion eft du fécond ordre , on peut la reprefenter par 
d y d l y 

My + W-r- -+- — = 0; or, en faifant y — 

J fl V W V * V 


fN_dx • 

: J * , on la change en celle-ci, — - = 

dx 

■ M ^ 1 , & il ne s’agit plus que 


( 1 dN N 1 

1 dx 4 
d’intégrer complettement une équation de cette/orme 
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4&T 


«**? 


= nj, oô n efl une fondion quelconque de 


x & de confiantes. Nommons £ i & f 2 deux valeurs 
de f qui fatisfaffent à l’équation précédente; & nous 
aurons pour fon intégrale complette I -+-è?2, 

a & b étant les deux confiantes arbitraires qu’il faut 
ajouter ei> intégrant. Mais fi au lieu de deux valeurs 
particulières de f , on n’en trouvoit qu’une , { l pac 
exemple, l’intégrale complette de la même équation 

feroit \ = ? i (•+*/£) ; ces propofitions 

peuvent aifément fe déduire de ce que nous avons 
dit dans l’article cité fur les équations du fécond ordre. 
Tout fe réduit donc à trouver ^ i & f 2 exactement 
ou par approximation ; & c’efl de quoi nous allons 
nous occuper. 

J* y - • * 

Soit d’abord l’équation - ■ = £ x m ~*x , on fera 

X=Ax K -i-Bx , '+‘ i -t-Cx*+ 1 ' i -i-Dx > ' + )i t -\-8cc , & 
on aura une transformée qu’on ne pourra ordonnée 
que de la maniéré fuivante : 

A . (A— i) • 1 _ 4 "’ 

— ÇAx*+ m - x — 


(A4-2ft).(A4-2^— -K* + 3 /a)»J 

€Ba — 

(A — I + +&CV 

— &c 5 °* . : 

On en tire qu’on peut donner à a l’une ou l’autre 
de ces deux valeurs, A=o ou A=i; que /*=/n; 
&, qu’en nommant i, Bi, &cles coefficiens qui 
répondent à a = o, A 2 , B 2 , &c, ceux qui 
répondent à a = 1 , on a pour les déterminer ces 
deux fuites d’équations: , 

H h iij 
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m . (m — i).Bi*=CAi , 2 m. (2m — i).Ci=£Bi, 
m .(m-fi-i). B2 — GA2, 2m.(2m-\-i).C2=CBi , 
3 m. (3 m — i).Di = CCi, &c, 

3 771.(3 m-4-1 ).D2 = CC2, &c. 

Ainfi, à caufe de A I & z 42 qui reftent indéter- 
minés , il eft clair que l’intégrale complette de la 
propofée eft £ = 

CA 1 x m C* Aix im 

A 1-4 


A 2X-\r 


m.(m — •• 1 } 
CAxx” ■+• 1 


1 m x .(m — 1 ).( » m — 1) 
C* A i* 1 ” -*■ 1 


m.(m-t-i) î i).(ib 

CM « jr5 JB 


- 4 - 

•+* 


2.3, m* .(»• 


— 1 ).( i m — 1 ) 
C Mï*î m 1 


-+-&C 


- 4 -&c 


».3«* (»H«i),(i/o+i).(3/n+i ) 

La formule précédente ne dorîfte rien pouf le cas 
de tnt=o; mais alors la propofe'e devient -j— = 




, à laquelle on fatisfait, en faifant {==** , a étant 


donné par l’équation du fécond degré, x . (x— ï)=C, 
d’où l’on tire £-$-*). -Si 6-4- ; eft une 

quantité pofitive , on a pour l’intégrale complette 

fi c-4-Jeft 

une quantité négative, à caufe de x— a ^~ l) = 
cof. ( <* log. x ) -±: '[/' — 1 fin. ( * log. x ) , on a pou» 
l’intégrale complette ^ ;= ]/,*•.[ a cof. (j/(6-+“;) .1 
log. x) 4- A fin. (]/(6-4-j) .log. x)], qu’on peut 
mettre fous cette forme plus fimple x fin. (a-4- 

&]/(£- 4 -j) • log. ar); enfin fi C-4-; = o , on n’a 
qu’une feule valeur particulière de favoir j = j/x. 
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& pour l’intégrale complette %•=}/ x(a-\-b log. x ), 
qu’on auroit trouvée en faifant infiniment petit 
dans f=l/x fin. (a-{-b -+- $) log. æ). 

En défigt^t par i un nombre entier pofitif, fi 
l’on a im-^ = o ou im 4-1=0 , la même for- 
mule ne donnera qu’une des intégrales particulières de 

lapropofée; & pour trouver l’intégrale complette, il 
* 

faudra avoir recours à l’équation { = { 1 + 

h J' * ^ qui , à caufe de J'— * - » où {i eft une fuite 


infinie, ne peut être d’aucun ufage. Mais en y faifant 
plus d’attention , on verra que fi dans certains cas 
une des valeurs particulières de { a des termes qui 
foient ; ou infinis , c’eft qu’alors l’intégrale complette 
doit renfermer des logarithmes, ce que nous n’avions 

pas fupppfé. On fera î = ?i log. ' 

A x*-+- B! x* ■•*'*-+- &c, ji étant celle des intégrales 
particulières qui eft donnée par la formule précédente , 
& q une fuite infinie dont on déterminera bientôt 
les expofans & les coefficiens. Cette fubftitution faite 


dans la propofée , on a 


d*\ 1 

dx' 


log. *■+ 


z d\ 1 
x dx 


— + = Cx"— 1 ?! log. j :+Cx m — !l q, qui 

JC* dx 

. _ , d z rx . . d x q 

a caufe de — = Cx a! ~ t zi, devient 

dx * 1 dx* 

— jlll LL =Çx m — *<7. En fuppofant fuccef- 

$ dx : x* 1 

ïivement ?i =*:Ai-{-Bi x m -+-Ci x* m - 4 -&c , & 5 — 
A'ix*-hB'ix , ‘- r > x -+-C'i x*+ 1 <*+&ic, 11 — A2X-+- . 
B 2x m * 1 •+• C2x im +' 4 -&c, & q = A' 2 x K 
B' 2X*'** on a les deux transformées 

x.(x — 1 ) .A 1 — * )• 

H h iv 
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B' lX k *t t ~ x + (X-^2fx).(X-^2fX + 

H- &c — C A' 1 — CE' i + — 

C C'i x ^* 1 ***" 1-1 — &c — Al x~- H^2 m — 1) 

B 1 x m ~ 1 -\-(^m — i).Clx '- m ~ 1 -+-i£c = 0 , 
x • ( x — I ) . A 1 2 x* ~ 1 - 4 - ( A -+- fx ) . ( x -f - /x — 1 ) • 1 

jB'2Æ ,l - , -^- 1 H-(A-f-2 i u). (A*+-2jU. 1 ). C'2 X 1 '"*’ 1 IA ~ 1 

H-& c — C A' 2 x A+m ~ l — CB' 2ï l+ ' 1+m * 1 — 
CC'2 ^ + + — &c 4 - ^2r'+(2m-(-i).; 

B 2 A ,m “ I - 4 -( 4 m- 4 - i).C2x im “ I +&c=o, 

t • • d * 7 

Soit /7J3K 1 , ou foit propofé d’intégrer ■ ^ - = 

— ~ ; on fera ufage de la fécondé transformée qui 
deviendra 

x. (x — i;.^'2Jr A - 1 -f-(x-4-/x).(x4- i u — i).B'2.r A+ <““ 1 
— C - 4 ' 2 a' a - 1 

4 - A 2 x~ x 

C X “H 2 ^) . (X — 2 [X — i).C , 2 a 1 + î '‘ _1 + &cp 

CB' 2x y *> A ~ l — &c> = o, 

3 B 2 -+-&c) 


& qui étant ordonnée comme on vient de le faire ; 
donne évidemment x=o, fx= 1, & pour déter- 
miner les coefficiens, cette fuite d’équations £y 4 ' 2 — - 


A 2=0, 2C2 — CB'2 -4-3 B 2=0 , 2.3 D' 2 — 
C C’ 2-+- 5 C 2 — o , &c. On toit que B' 2 n’eft point 
déterminé par ces équations, & que ^2 ne l’eft pas 
non plus dans l’intégrale particulière dont on a fak 
ufage ; ainfi la propofée a pour intégrale complette 
? = ( A 2 x -f- B2 x l - 4 -&c ) log. x A- A' 2 B'2 x - 4 -&c. 

Suppofons m — — 1 , ou propofons-nous d’inté- 
d *7 C? 

grer — ■ -- = ~pî nous ferons ufage de la première 
transformée qui deviendra 
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a. (A — I ).z4'l A 4-0“ — l).B'l JC* + **“ 1 4- ; 

— CA'lx'-i — 

— A i x- 2 - • — • 

(A H- 2/*). (A4- 2 /X — l).C'lJf x * 1 '*- l 4-&C •) 

CB'l jc**'*-* — &c(=Oj 
3 B 1 X-* &CJ 

& qui étant ordonnée comme nous venons de le faire, 
donne a = 1 , / x = — 1, & pour déterminer les 
coefficiens, cette fuite d’équations CA'i~hAx=o , 

2C1 — CjB'i — 561 = 0, 2 . 3 D' 1 — CC'i — 
fCi=o, &c. Or , comme B' 1 refie indéterminé , 
que A 1 l’eft dans l’intégrale particulière dont nous 
avons fait ufage ; il eft clair que la propofée a pour 

61 Ci 


jc ■ 

&c. 


-f~ &c 


) 


intégrale complette i^Ça i 4- 

€'t 

log. jc 4 - A' x x 4 “ B 1 4 “ ~ ■ 1 - 

X 

Si nous fuppofons m = |, c’eft-à-dire ’fi nous 
nous propolons a intégrer — — =s — 1 — ; pour 

ÛJC* x\/x 

cela nous ferons ufage de la fécondé transformée qui 
deviendra 

A 4 A — 1)A , 2X*- 1 4-(A4-ju).(A4-AC — l).B , 2X y + f t - l -+ï 
— CA' 2jr*~f — 

rfc 


(a 4 “ a /*) • (a 4 * 2 


i).C'2 A- A+1 f , - 1 4 -&c^ ’ 

CB' 2x y +i*-\ ■ — &c> = o, 
A 2 jc- 1 4 - &c 3 


& qui étant ordonnée comme nous venons de le faire, 
donne a = o, ^ = 7 , & pour déterminer les coeffi- 
ciens , cette fuite d’équations , ;B'a + C A' 2 = o , 
CB'2 — A 2 = 0, \D 2 — CC'24-262 = 0, &c. 
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Or, comme A' 2 refte indéterminé, & que A 2 l’efldans 
l’intégrale particulière dont nous avons fait ufage ; il 
s enfuit que la propofée a pour intégrale complettef= 

(A 2 X-+-B x* + &c) log.a: 4 -^' 2 -f-B'aA 1 r -l-&c. 
Soit encore m — — £, c’eft-à-dire qu’on propofe 
£ ? 

. On fera ufage de la pre- 


d’intégrer ■*== 
dx 1 


x 3, y/ x 

miere transformée qui deviendra 

X.(*—l).A'l x*~ l -{-(\-\rfjL) . (A-+-/U. — l)B'i + 

— GA'ix"\ — 

-2 p — i).C'j x K + i »'•*•+ &c-) 

CB' i ? — &c > = o , 

A 1 x~ l — &c 3 

& qui étant ordonnée cqmrrÈ on vient de le faire, 
donne x = 1 , /* = — &pour déterminer les coeffi- 
ciens ,çette fuite d’équations GA'i= o, G B' 1-+- 

A 1=0, ïD'i — CC'i — 2B1 =0 , &c. Or C'i 
p’étant point déterminé, & Al ne l’étant point non 
plus dans l’intégrale particulière dont on a fait ufage ; 

I 

il fuit delà que £ = (A 1 - 4 -B 1 x r H-&c) Iog. x 

• * -A-A'i x-k-B' ix* -+■ &c, eft l’intégrale complette de 

la propofée. 

T rf 1 7 

Je reprens l’équation -j-^-=Gx m ~" x 7 >, & (n°.32) 

je lui donne la forme fuivante, ^ 

dx z 


d*x 
dx dx z 

Cj' a “~*7. Je fais enfuite *■* = — t , d’où je tire 

l ‘ 

A 1 x 


~dx = dt, &, àt étant confiant, — ; — -=• 

a x 
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(m — 2 ) .Par toutes ces fubftitutions , je change 

771 t 

n df 


d 1 ? 

la propofée en celle-ci , - - — 


dt 


:Gl[, OU 


j’ai fait pour abréger = n. Lorfque n = o , 

on fàtisfait à cette équation en faifant 3 = e r ',*r étant 
donné par l’é’quation du fécond degré r 1 = G ; foit 

J- J .. 


d*y dy 

généralement on aura — — — b 2 r 


f 




n dy 


+ 


dt 1 * *" dt 

, = G y , & , à caufe de r 1 — 

t= o,ÿ+( î r + ^|. + ^0. 

dt* \ t y dt t 


nr y 

t 


.On 


u» ^ » r •* ' 

fera 7=y?i A -f-Bt X4 -/‘ + Ct , ‘ + *'‘'-l-&c, pour avoir 
la transformée 

a . (x-f-n — 1) . ^-^(x+m) • (a+a*H-«— 1) • 4 - 

-4- ( 2 X-t-nl . rAt*"' -h 


(x4-2ft).(x-+-2/M-4-n — 

( 2 .(x-f- J u) 4 -n). rB -b 

(x-+-3 / u).(x-f-3/*-4-n--i)-Di A ' hJ#1 ~ i -H &c ) ==0 ; 
( 2 . (x-H 2 /*) -b n ) . r O* **•- 1 -H &c } 

qui étant ordonnée comme on vient de le faire , donne 
d’abord x.(x-f-n — i)=0, d’où l’on tire x=o 
ou x= 1 — n ; puis n—i , & enfuite , pour détermi- 
ner les coefficiens , cette fuite d’équations (xH-i).i 
( x-t-n).BH-(2X-4-n).r^4 = o, (x + 2).i 

(A4-n-+-i).C4-(2.(*H-i)-4-n).rB = o, 

(^ + 3)*(X+n + 2)D + (2.(^+2) + »)•! 

r C— o , &c. On prendra A=i , ce qui eft permis , car 
il n’eft queftion que de trouver deux intégrales particu- 
lières de la propofée ; puis en faifant pour plus decom- 
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modité i — n = r,on aura ces deux valeurs de^ , favoir 


y-l — rt-Jr 

r’t’-f- 


r»^ — 


(3 ).(î— 0 


i.(i — ») — »)*(J — ») 

(.3 ')■(«— V)*(7 ’) 


1 . 


3*4- ( * — 0.(3 — ’)•(* — •>) 


■r 4 ! 4 — &c , & 


( 5 * 4 — v 

i — rt-\ r*r‘ — 

l.( l - 4 - rj 

(3-3-»)-(f->-0 (3-+-Q.(f-+-').(7-+-Q 

*•3 •(* “*"»)• (3-4-*) l *3 *4 •(»■+*»)• (3“*-0* (4-H) 

r 4 * 4 — &c\ A caufe de — — — = n — 1 — v , Ja 


propofée devient 4 -|- « 4 - G jr —' ? » & on a t= 

1 * 

» i- ;i de plus, r étant égal à ±]/G, on a ces deux 
intégrales particulières ?i=ji e'^ £ , j 2— y 2t~ l ^ c , 
& pour intégrale complette i=ayle t,/ ' c -\-by2e~ ttre i 
il eft clair que par^i.jya on entend ce que de- 
vient celle qu’on voudra des deux fuites précédentes , 
en mettant pour r fucceflivement G & — \/ G . Il 
pourra arriver que G foit une quantité négative , 8c 
qu’aiors J/ G foit une quantité imaginaire qu’on pourra 
repréfenter par G' y — 1 ; dans ce cas , fi on repré- 
fente la valeur de y 1 par yi -+-y 2 y — 1, celle 
de j 2 fera y'i — y' 2 y — 1 , & on aura pour l’in- 
tégrale complette de la propofée % — a(y 1 -+- 
V 2]/ — 1 ) (tycv- 1+ b f y j — y 2 y_ x } e -»ïW- 
En fe rappellant que iAtvcv-i — co f.t]/ Ç -f-j/ — 1 
fin. r |/ G , on verra ailement que l’intégrale précé- 
dente peut être changée en celle-ci, ^=(a-\-b) 
(y \ 1 cof. t V ?—ÿ 2 fin. t Y O-+-C a — b ) ]/— 1 . , 
(yi fin. t]/e'-hy 2 cof. t ]/C), qui, en faifant a- f- 
b — c8c(a — b)]/" — i=c', ce qui eft permis, puifque 
a 8c b font arbitraires, devient i^c(ÿi cof. /]/ G’ — 
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y 2 Hn. t]/ r OH- c'O'i ^ n * t]/ r C' -\-y2 cof. rj/ £'). 

Lorfque v fera un nombre impair pofitif, la pre- 
mière des deux fuites précédentes fe terminera ; ce 
fera la fécondé lorfque ce nombre impair fera négatif; 
il en faut excepter les deux cas où v feroit 1. Si 

»= 3 i, l’équation à intégrer eft "^ x i' =£? > à laquelle 

on fatisfait en prenant ?=e A *, x étant donné par l’équa* 
tion du fécond degré x*= £. Ainli la propofée a pour 
intégrale complette f = ae xt ^ c -b-b e~ x ^ ( •, & lorfque 
b eft une quantité imaginaire que je repréfenterai par 
)/ — i ce tte intégrale devient ?=a cof. a-J/ 

b fin. x\f €. Si v= — i, ou fi l’on a à intégrer 

d x 7 G ? _ „ , 

— — = — — : on p fera z — x x e** * , & on aura la 

dx * x-t 

transformée A. (A — i ) . a a_1 H-/*x' (2X - 4 -x' — î) 

, qu’on rendra iden- 
tique en laifant x = i, x' = — i &c [a’=*C. On fa» 

_j > y/Ç ' 

tisfera donc à la propofée en faifant ?=J re * ;& 

par conféquent cette équation différentielle aura pour 

( iy'C ' y/Ç\ 

at* -h be * J;ou, 
‘lorfque J/* £ fera une quantité imaginaire \/ £']/ — i , 

j- — x fa cof. — ]/" £'*+*& fin* — ]/ £ ^* 

' * . d x i 

Soit v= 3 , ou foit propofé d’intégrer -j~r — 

Çx~T~ï’i on aura recours à la première fuite qui 

donnera y= i — rt , t étant égal à 3x 5 ; &, à caufe 
Je r = ±I/'£, on aura yi = i — rj/£ , y2 — 
1 & pour l’intégrale complette de la pro- 
pofée ^=ne tKî . C i — tl/C)-+-te _rKe (i 4 -/V_£). 
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Si 1/ C eft une quantité imaginaire ]/ €' Y — i , cette 
intégrale complette fera ?= c ( cof. ilS? -j-rl/C 
fia. t\/ C )-hc' ( fin. t ]/ £ — t }/ C cof. tp^C). 


Siv = — 3 , oufil’on a à intégrer x i 


il faudra fe fervir de la fécondé fuite qui donnera 


y=t 3 — rt 1 , t étant égal à — 3 * »; & on 

aura pour intégrale complette ^ = a e c ^ c (t — 3 

1 * Y' O ~^ , be~ tVi (t J -ht a J/C); à moins que 

Y C ne foit une quantité imaginaire Y^'V 1, 

cas auquel cette intégrale fera c (/~ 3 cof. t l/e'-h 
t 1 fin. t Y 3 fin. t Y — t — 1 J/ £ 

cof. t Y G )• Il feroit inutile de donner un plus grand 
nombre d’exemples. 


En faifant \-=x=:ef ui *, d’où l’on tire , 


l dx 


on réduit l’équation -~ r = b à une du 

u X 


•J .. du „ l(I-r) 

premier ordre que voici : \-u 1 = Cx~ la- 

dx ’ * 

quelle n’offre d’autre cas d’intégrabilité de l’équation de 
Riccati que ceux que nous avons déjà trouvés. En, 
effet , i étant un nombre entier pofitif , fi pour ex- 
primer que y eft un nombre pofitif impair , on écrit 

• . l(l O 41 

v = 2i-+- 1 , on aura — = ; & fi 

» , ii-4-i 

pour exprimer que v eft un nombre négatif impair , on 
écrit v= — 2 i -4- 1 , on aura — — = — - — 1 _ , 

v zi — 1 

Maintenant Iorfque G eft pofitif, i*=ay 

or à caufe de dt = x~dx , ona — =*: 

dx 
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a-^e tyc +b-^^r c r : +x~-l/€(ayu t “-- 

by 2e~ t,/c )i donc, en faifant ~ = c , on trouvera 

b 

que dans ce cas-ci u— (c - e r ^ c -t- — — 1 ~ -h 

V dx dx < 

I — 9 

X • G [ cy i e tKC — y 2 : C c y 1 e tKe •+• 

y 2e-^ c ) eft l’intégrale complette de l’équation de 
Riccati propofée. Lorfque G eft une quantité néga- 
tive que je repréfenterai par — G 1 , on a r — y i 
(c col. t[/ G'-\-c (în. t\ / G')-\-ÿ 2 (c* cof. t\/ w — 
r fin. t]/ G') , que je puis mettre fous cette forme plus 
fimple : ?= a/x fin. (t]/ G'-{-h) -h ay'2 cof. (t]/ G'-hh), 
h étant un arc confiant quelconque ; donc dans le cas 
préfenc l’équation de Riccati propofée a pour inté- 
grale complette u (== — 

fin. ( t\ / G?-\rh)-\ — cof. (f ]/ G ' -}- h) -+- x ~ ; — 

V^Ly 1 cof. ( t\/G'-t-h) — y 2 fin.( t]/ G'-{~k)]^: 

{y 1 fin. (t]/' G' ~\-h)-\-y' 2 cof. (r J/ 6 -hA))* Pour 
rendre cela plus clair , nous propoferons les deux 
exemples fuivans. 

Premièrement nous fuppoferons v= y, ou nous nous 
propoferons d’intégrer ±- + * = C ? . Nous 

r J t* I 

avons^=i — r r — j — — - — 8 ct—fx'i donc, à caufe 
de r—±:}/ G,yï~i — t]/G-\ — ~,y 2 = l-bt]/C 
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Ct* dy i 
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_ î / iCt 


5 

(•T-*»'') ; & l’intégrale complette de la pro- 

pofée , lorfque £ eft pofitif, fera u=€x '(ce rVi 

3r|/C-+-'3]-4-e“ t ^ e [C**-4-3*|/ , C-*-3]). Dans 

6 ',* 

l’autre cas nous aurons y i = i — , y ' 2 = — 


dx 


( t -^0- 


dj 1 
dx 


tC't î rf/i 


, 

v dx } dx 

& pour l’intégrale complette de la propofée u — 

C x~~ * (t>l/C' cof. (t Y C -bh) — rfin.(fl/ C-bh))î 
([C' £î _ 3 ] fin.(t|/e-hA)-t- 5 1 J/ £'cof.( i\/ C-bli)). 
Secondement, foit *■= — y, ou foit propofé d’in- 
du Ü _ 

tégrer -j--bu !L = Cx 5 . On a y = t~ s — rt~~* 


r 2 — i 

-1 & t= — JA- j ; d’où l’on tire , à caufe 

de r = ±]/£, yi=t-!—t-*]/£ + -^- r~* , 


_ C dy t .rr l 

y 2 = t s -b t 4 J/ C -j — - t 3 , ■■ —X * 

( — yf - 5 3 ]/ C — Ct ~ 4 ), ~— == x~s~ 


( — y t -- 4 — 4« — f }/*£ — £t 4 ); & pour l’inté- 
grale complette de la propofée , lorfque £ eft pofitif, 

u=x~ ( c e tVi [ — 3 . y t~ 6 -b 3 . $t—* ]/C — 
6 Gt — 3 ]— «~ fKC [j • S" « — 5 H- 3 - 7 t ~ 5 
j/e-4-6Ci- 4 H-Cl/Ct- 3 ]):(ce^ c [3t-^— 3f- 4 
? ] -p-.e- 1 [ 3 £ - r + 3 £ ~ . -i- f î ]). 

, Lorfque 
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Lorfque 6 eft une quantité négative — C', on aj'i => 

t s - — — 1 ~ * , y 2 = — t 4 c , ~ — =x s 

3 dx 

( — ;t~ ô H-e'r- 4 ), -^- = 4 t-'x—î ]/£-,& 

_ i 

pour l’intégrale complette de la propofée u = x T 
([ S • y r~‘ 4 -é 6 '/~ ] fin. ti]/C-hh ) — [ 3 . j r“ f 

] co f. (l yc+ h ,):([— 3 /— 

€'<-’] fin. - 4 ]A'cof.(t 

On voit que la méthode des fériés peut être d'un 
grand ufage pour féparer les variables dans les équa- 
tions différentielles. Soit encore propofé de trouver 
de cette maniéré les cas d’intégrabilité de l’équation 

( a -f- b x”) x 1 -f- ( c -+- e x" ; * -+- (/-4-g *" ) 


7 = 0 . On fera y—Ax y -\-Bx > '+>*-t-Cx > '+ 1 t‘-+-lkc, 
& on aura la transformée (<zA.(A — ■ 1 )-+- cA-f-/) 
-H (a. (a -4-^ — I ) -ht • C * *4- A 4 ) -4-/) 

B x K * t* — 4— ( a . ( a —j— 2 . ( a —f- 2 [a — I ) —}— c . ( A -+• 

2At-f-/)C.T* +l < u H-&C-f-(//A.(A I ) 4-?A-t-g) 

A x* - * - n — f- ( b . (a -4 -/*) . (A-H/** — 1 )— He • (*■ "Ha 4 ) -4- g ) 
(fc.(> .- 4 - 2 ju ).( A -H 2 /w — t ) -h e • 
(A-4-2/w)-4-g)Cx x - , - 1 ' t-, -' , -4-&c = 0 , qu’on ordon- 
nera d’abord en mettant le premier terme de la fé- 
condé fuite fous le deuxième terme de la première, 
ce qui donnera /* =e= n & a par cette équation du 
fécond degré ( a ) a A. (a — i)- 4 -cA-H 


/= c; puis B = — 


iA.(\ — 1 )— j— e a. -+-g- 
ianA+an.( n — O + nc 


C= — B 


i 


D= — C. 


.(A-t-n).(A-f-w — 1 j-t- e f A-f-n)-Hg 
4fl«A-(-!an.(in — i) + ifn 
i.(A-f- -n).(\-*-zn — i)+f.(A + i«)+g‘ 

6a«A-t-j an.{$n — 1 )-+-3c/i 

I i 


t 
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&c; il eft clair que cette férié fe terminera toutes les 

fois que l’on aura (b) b . ( A -f- i n ) . 

(x-p-in — i)-he.(x-f-in)-4-g=0, i étant un 
nombre entier pofitif quelconque. On ordonnera la 
même transformée en mettant le premier terme de 
la première fuite fous le deuxième terme de la fécondé, 
ce qui donnera /* = — n Hc a par cette équation du 

fécond degré (c) & a . ( x — i ) 

"1“ eX “H g — O. On trouvera donc par ce fécond 

a \.( A — i)+ca+/ 

arrangement, — 


C—B 

~ a(x- 


ibn\ — bn . (n -+- 1 ) ■+- en 
a (a — n).(x — n — i)-f-c.(x — n)-hf 


4 bri\ — i £n.(i n-t- r )+me 
■ in ).( a — in— i )4 -c.(a— in)+/ 


,D= 


, . , &c , fé- 

t> on a — 

rie qui fe terminera toutes les fois que l’on aura 

(d). . . a . ( x — in ). (a — in — i)-+-c. (x — in)-j- 

f= o. On tire de l’équation a , A = 

a — c+r.y'i^a — c) 1 — 4û/)l , . 

■* — L, Je 1 équation b, x-+- 

b — e±LV[{b — e)- — 4 bg] 

in = - ; & pour équa- 


tion de condition i n — 
Vl{b — e) 1 — 4 Ig] 


i a ib 
Vl(a — c)* — 4 a/] 


on 


ï a 


tire de l’équation c , x= — — g ~~ v — — — - - , 


» i 


. a — c -fri/ [Y a — c) 2 — 4fl/] 

de 1 équation d, x — /n= — — — ; 


ainfi l’on voit que le fécond arrangement ne nous 
apprend rien de plus que le premier fur les conditions 
d’intégrabilité de l’équation différentielle propofée. 
Le premier arrangement ne donnera qu’une valeur 
de,x, & qu’une feule férié par conféquent, dans les 
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deux cas de a — o & de (a — c) 1 — 4 af=o ; la 
fécond arrangement ne donnera de même qu’une feule 
férié dans les deux cas de ^ = 0 & de (b — e) x — 
4èg=0. Il pourroit fe faire auffi qu’une des fériés 
données par le premier arrangement , eût des termes 
qui fuflent^ ou infinis, ce qui arrivera toutes les fois 
que l’on aura 2a\-h a .(in — 1 )-4-c=o, ou, met- 
tant pour a fa double valeur , lorfqu’on aura ± 

- —1, c elt-a-dire lortque la dif- 

a n 

férence des deux valeurs de x fera exactement di- 
vifible par n. Il en fera de même des fériés données 
par le fécond arrangement ; & ces cas d’exception 
méritent cfêtre examinés avec le plus grand foin. Mais 
cherchons auparavant fi par quelque fubftitution on 
ne pourroit pas trouver d’autres cas d’intégrabilité de 
notre équation. 

Nous donnerons à cette équation la forme que voici , 
(a-t-bx”) x 1 -+-(c-l-e. x*)x --~- 

y y 

dx*=o; puis nous ferons y=(a-\~bx n y'u, d’où nous 

, dy d*u \'nbx n — * dx d x y d x u 

tirerons — = 1 ; , = 

y u y u 

îa ’nhx" — l dxdu \ l n.(n-—i).bx M ~*dx i 

1 H 


C /H- g*") 


(a-hbx")u a-hbj 

k 1 ( a ' — i).n % b l x XH — * dx* 

( a-hbx *) x 

leurs, nous aurons la transformée (a-î-b^x* 

H- (c-HCeH-2X f nfc).x s )jr“T" -h 

, (c-hex*)\'nbx" 

(n— — *- 


. En fubftituant ces va- 
d*u 
u 


û-j-éa" 


Iiij 
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a'. (a' — t ).n*b*x ln 


^ dx 1 rszo ) qui eft de la même 


a -+- b .v" 

forme que la propofce ; car en fuppofant le coeffi- 
cient de dx 1 égal à p ■+• qx", nous trouverons p—f> 

f- 1 . Soit pour abréger eH- 2 x'n&=e'; la 


abn 




transformée deviendra (a ~\-b x n )ar î h(c + e'x") 


dxdu 


+-(p-\-qx n )dx’=o, dont les cas d’integra- 

C ç f 

biîité font renfermés dans l’équation in = * 


Vl{b — *)'— 4*?] _ y/[(a- 


i a 

•c) 1 — 4 ap ] 


i a 


qu’on changera, en mettant pour e',p & q leurs valeurs , 
e c ^ V' [(> — «)* — 4^] 

i a 


en celle-ci in-+-n — — ^ 


b 


» b 


\/[(a — c) 1 — 4 af] 


z a 


.Cette fécondé équation ajoute 

aux conditions déjà trouvées ; & la propofce fera in- 
tégrable abfolument toutes les fois que la différence 

des deux quantités — — & augmentée ou dimi- 

i b i a 

nuée de la différence des deux autres quantités 
y/[(fc — e)»— 4*g] & V /[(a— -c) 1 — ^ 


i a 


exa&ement divifible par n. Alors il fuffira de trouver 
une feule valeur particulière de y ; mais fi y ne peut 
être donné que par approximation , il faudra trouver 
deux valeurs de cette quantité , & nous avons remar- 
qué plus haut que dans plufieurs cas les arrangemens 
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précédens ne donnoient chacun qu’une fuite infinie. 

Le premier arrangement ne donne qu’une fuite 
infinie , lorfque la différence des deux valeurs de a 
eft exa&ement divifible par n ; foit alors l’une de 

a — c in , a — c 

ces valeurs 1 = M, 1 autre 

i a i xa 

fera =xi — in, & c’eft cette fécondé valeur 

2 

qui étant fubflituée dans y = A at a 4- &rc, rend des 

termes de cette férié £ ou infinis. Suppofons qu’en » 

fubftituant la première , nous ayons y i—A i x AI 4- 

ül ï tl+ "+&c; nous ferons y = y I \og.x-)rq, 2c 

j i r> dy d'y 

en mettant dans la propolee pour y , — — , — — , 

y a x ax 2 

leurs valeurs tirées de l’équation précédente , nous 
aurons cette transformée, 


. d*yt 1 , dyi 

(a-\-bx”)x 1 — J x n )x~ h 

dx* f dx 

(c x H ) x — /log. a- 4- (c-+-ex n ')x y i 4- 


(f-t-gx”) y i 

i d 1 a ‘ 

(a^-bx’)x'-— - 


— ( a-\-bx n ) y I 4- 


( c + ex - ") x 


= 0 , 


c f+g* n ) q j 

qui , à caufe de ( a -f- b a-" ) ** h ( c 4- e x” ) 

a- — y — 4- (/4-g i=o, fe réduit à 2 (c 4 -^-t a ) 

u X , 

* (a4-^Ar")jy 1 4-(a4-^'} 

dy 

J Iiiij 
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+ -h (f- J rgx M ) q = 0. 

Repi é r entons par ( A) x kx (B )x‘‘ l * n -f- &c, la 
fuite qui provient des trois premiers termes de la der- 
nière équation, c’eft à-dire que (A) = ( 2 a\ 1 -+• 
c — a) A 1 , (fl) =* ( 2 a . ( x 1 n ) -f- c — — a ) B 1 -f- 

(îixi+t — ù ) /f 1 , (C)=s(2a ( x 1 -f- 2 n ) — t- 
c — a) Ci-+-( 2b .(* i-hn )-hc — b)B 1, ( D ) =* 
(2 a . (x I 3 n) —f - c — — o) D 1 — 4 — (2 b . (xi —J— 2 n) — f- 

e — b ) C 1 , &c. Supposons enfuite q = A x *- h 
& nous aurons la transformée ( a x . 
( x — 1 ) -f- c x ~\~f) A x K -f- ( a • ( x - 4 - - /x) . ( x - 4 - — — 1 } 
H-c.(x-f-/x)-h/)Bx*^^-h&c-H(tx.(x—i)-i- 

^ x -4— g ^ a- a n -4- ( fl . f ^ /u. ) - (x-f-jx. — 1 ) -f- e . 

( x -\-tx)-\-g')Bx f ' + f ‘* ri -+- &c -t- (A) * r*‘-h 
(fl)Ar* 1 &c -f-o. Si nous prenons pour x celle 
des racines de l’équation ax.(x — i)- 4 -cx- 4 -/- 4-0 
que nous avons représentée par x 1 — in , & que 
nous fallions /x = n, il nous faudra ordonner la trans- 
formée de maniéré que le premier terme de la fé- 
condé fuite foit fous le fécond terme de la première, 
& le premier terme de la troisième fous le terme 
i -f- 1 de la première ; & par conféquent nous au- 
rons pour déterminer les coefficiens les équations Vi- 
vantes : (2 aX-f-a .(n — I )•+•<:)« A-+-(6x . (X — 0 *+" 
e\-\-g) A—O, (2ax + a.(an — i)+c)2nC-h 
(b . ( x-f-n ) • (x-+-n — 1 )— f-e . (x— 4- n )-+-g ) fl = o» 

(2<*x-f-a.fin — i)-f-c)ini-f-(t.(x-f- 

(i — 1). n ) . ( x -4- ( i — 1) n — 1 )-+-«•(* - 4 - 
(i — 1) . n)Hrg)I~h (A) = o , & c. Mais dans le 
conque nous examinons, 2 ex-+-a. (i« — i)-bc=o; 
donc 

(b . — f- ( i — 1 ) . n).(x — f- ( i — — 1 ) n — 1 ) •+* e - 

(x-+-(i — 1) n)H-g) I-b(A)=o, 
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(i“t“ I ) cl n* L -4- ( b • f x-^“ i fi ) • C x*-f-i/2 I )*+• e •: 

(i"+-2 )2an 1 M-\~(b • -f-fi-t- 1 ) . n ) . (x-+-(i— f-i) . 
n — i)-Hc Cx-f-(7-+- 1 ) ■ n)-4-g)L-+-(C) — o , 

( i -h 3 ) 3 a n 1 iV-+- ( è . ( x -f- ( i -+- 2 ) . n ) . ( A -J- ( i -+- 2 ) . 
n — 1 ) -f-e « (x-+-( 1 “H 2 ) . n ) -f-g) A/— f-f .D) = o, 

&c. Ainfi lorfque la différence des deux valeurs de x 
fera diviftble par n , on pourra encore trouver l’in- 
tégrale complette de l’équation différentielle propo- 
fée par deux fcries amendantes ; le cas où les deux 
valeurs de x font égales, eft compris dans le précé- 
dent , puifqu’il eft donné en faifant i = o ; il n’v aura 
donc que lorfque a = o , qu’il ne fera pas poflible de 
trouver l’intégrale complette demandée par deux fé- 
riés afcendantes. 

Je propoferai pour premier exemple d'intégrer 

complettemcnt par deux fériés afcendantes lVqtiation 

du fécond ordre x 1 d'y x d x d y g x"y d x ' = o. 

Ici a— 1 , b — o , c = 1 , e — o , f— o ; & x eft 

donné par l’équation x.(x — ï)-K\ = o, dont les 

deux racines font égales , puilqu’eîlcs font l’une & 

, g A t 

1 autre — o. On aura xi=0, £1 = , Cl — 

n 1 


— r » &c » & (4) = o. 

4 - 9 n 6 


(B) = 2nBi, (C)=4nCi, (D) = 6nD 1 , &rc. 

Puifque i=o, on effacera tous les termes qui dans la 
valeur de q précédent celui qui a K pour coefficient, 
& on aura puur di,orminer les fuivans, cette fuite 
d’équations n 1 L g K -J- - ( B ) — o , q, n 1 M -4- g L -+- 

(C) = o, 9Tï l N-\-gM-\-(D)=o, &c, d’où l’on 


tirera L = 




A » 
4 /j r 


-+■ 


Ii iv 
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g'K 


— -, N = 

4« + i.ü.vn? 


Du Caicui 

HZ’ A l gjK 

4 .i>n 4 
if 5 * 5 * 


, &c. Donc j =* 

( I * x " . *’**■ g’xl- \ 

n* 4«4 ~ _ T7^7 H " &C )' 4lI °g- Jr 

v «* ) V 4*' 

«*:._i_ ( ng'Ai g ', K \ 

+ T7^\r &c ’ & cette in- 

tégrale eft complette puifqu’elle renferme deux conf- 
iantes arbitraires Ai & K. 

Soit encore propofé d’intégrer complettement par 
deux fériés afcendantes l’équation du fécond ordre 
L 1 a '~y — ( I -+'X 1 )xdxdy-\-x 1 ydx 1 = o. 

Dans cet exemple a=i, b=—j, c=— i, e = 

„ , 1 ’ / ® » 8 == 1 > n == 2 ; & x eft donné par 

1 équation x . (x-- i )-*x = o, dont les deux racines 
o & 2 ont pour différence 2 qui eft divifible par n= 2 . 
Maintenant, a caufe de Xi= 2 , on aura B 1 — - 



,Ci = 


At 


,Di 


1 . 1.7 A J 


, &c. 


8 **4 ' 8 . 14.48 

4 ^i,(C)=ioCi— 
B I , \L)) — 14 D 1^ — 1 2 Ci , &c. De plus , puif- 
que 1 == 1 il n’y a qu’un feul terme dans la valeur de q 
qui précédé celui qui a pour coefficient K ; les coeffi- 
ciens tant de ce terme que des fuivans feront donnés par 
les équations = 8 L — 2 K -H"#) — o 

2.$M— iyi_f.(C)=o, 48N—3Ï M-\-(D) = ol 

&c ; d’où l’on tirera J= — 2 Ai, L — ‘ | 

— , M= — A ' .~u HJL N== H 11 A 1 _ 


8,8.16 


4*4.8 


8.8 


8 . 8 . S . 48 


, &c, & pour l’intégrale complette demandée. 
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(«4- 




A ix 1 log. x- 


8.14.48 
. îK v 


+ &C 


Y^±.h.j£.W + 

V 4.8 8 / 


<" Ax +2lJL\ x <+(..V” A l 

\ 4.4.8 8.8 J \ 8.8.8.48 8.8.16 / 

Par un procédé femblable , on trouvera deux fé- 
riés defcendantes lorfque la différence des racines de 
l’équation c fera exadement divifible par n , & lorfque 
les racines de cette même équation feront égales. Il 
n’y aura d’excepté que le cas où b= o; c’eft-à-dire 
que lorfque b fera = o , on ne pourra avoir l’inté- 
grale complette que par deux fériés afcendantes $ on 
ne pourra l’avoir que par deux fériés defcendantes, 
lorfque a = o. 

Si les deux racines des équations a ou c font ima- 
ginaires , en repréfentant l’une par >! -f- à" \/ — 1 , 
l’autre fera x — >•"]/' — 1 ; de plus, nous avons dé- 
montré que x—‘ K "y-t =cof. x"log. x±z \/ — 1 fin.x' 
log. x; ainfi tant les deux fériés afcendantes que les 
deux fériés defcendantes pourront être tellement com- 
binées que de l’une & de l’autre maniéré on ait l’in- 
tégrale complette de la propofée. Mais pour réfoudre 
dans ce cas-ci le Problème diredement , on fera y — \ 

- dy 

fin. //log. je-t-K cof. // log. .r, d’où l’on tirera— — - = 

fin. h log. x -f- cof. h log. x -f- cof. 

dx x dx 

h iog. x — — fin. h log. x , == fin. h log. x 

0 x dx‘ dx 

*+" — — - ~r~ c °f ^ 1°S* * — ~r ~ c °f ^ ,0 S - x — — ^ 

x dx 0 x 1 „ x* 
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d 1 u r î h du r 

fin. h log. xH — T — cof. h Iog. x — fin. 

dx* x dx 

h log. x fin. h log. x — cof. h Iog. x. En 

fubftituant ces valeurs de y, — — , ■ ■ -■ dans l’équa- 

dx dx 1 

tlon Ca-b-bx")x* — h ( c -+■ e x n ) x -- -4- (/-+* 

' aar 1 dx 

gxf)y=o , on aura une transformée dont ,à caufe des 
deux indéterminées u & { , on pourra faire deux équa- 
tions. On les fera de maniéré que fin. Il Iog. x & cof. 
h log. x n’entrent ni dans l’une ni dans l’autre, &on 

d* î d7 

aura (a)- . . (a-b~bx")x z — h (c-Hex°)x— h 

fl ï* Cl X 


du 


(f-+-gx ”){ — 2 li (a-b-b x") x — V-h(a-b-bx")u — 

dx 


h(c-\- ex") u — h x (a-+-bx") ? = o, ( C ) 1 

( a-b-bx ") x * -+-(c- hex")x -^ — r 

u -f- 2 h ( a -{-b x") x *4^ h (a b x* ) % ■ 4-4 

a* 

(cH-ex")? — h*(a-b-bx")u = 0. Soit f=*=/îx*- 4- 
, u== A' x*-b- B 1 x K + * -b- &cç , & foient 
fubftituées ces valeurs dans l’équation «, on aura la 
transformée {(a x . ( x — î )-b~c\-b-f — a4* ) A — 
( 2 a 4x — a/t-f-c/O^x^-f-^a. (x-4-fi) .(x-f-M — *) 
•4- c . ( x -f~ /-<■ ) H— f — a h 1 ) B — ( 2 a h . ( x —H f* ) —— 
a/j-4-cft)B'}x , '^ f ‘-h((a .(X-+-2/*) .(x+2/* — i)-f- 
c . (x - 1-2 /*) -b-f — ah')C — ( 2 ah . (\-b- 2 p) — 
ah-b-ch)C , )x k '+ llx —H &c -+- {( bx . ( x — ï ) — 1~ e x —i— 
g — b h 1 ) A — (2 bhx — b h-b- e h) A } x^* n - 1- 
■((i.(x-f-A«'^.(^*4- , f*- — î ) -d“ c.( x -+-/*) -4- g — 
b h*) B — ( 2 b h . (x -h fM ) — b h -4- e h ) B ‘ } x + n -4- 
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{(6.(x-4-2/a).(x-4-2/z — l)-4-e.(x-t-2yu)-4- 
g—bh *) C— (2bh.(x-\-2 fx) — bh + eh)C') 
jpA-n^ + n.j.g^c—- 0# En f a if ant ] es mêmes fubftitu* 
tions dans l’équation C, on aura une autre transformée 
qui ne fera que la précédente , dans laquelle on auroit 
mis A' , B', ôcc, pour A, B , &c, & réciproquement. 
& dans laquelle on auroit changé le ligne de h. Main- 
tenant , fi l’on veut u & ^ par deux fuites afcendantes , 
on fera dans chacune de ces transformées [x—n , & 
on aura d'abord les deux équations 

(ax . (x — I )-f-'X- 4 - f — ah 1 )A—( 2 aX— a - HO hA'=0 , 
fax . (x — 1 )— f— cx+ f — cl h x )A'-\- (2 ax — a -f- c) hA=o j 

d’où l’on tirera nécefiairement ces deux-ci, ax . (x — 1) 

-f- ex -f-/ — ah 1 = o , 2 ax — a -f- c = o ; & par 

/••» «— c 4 <i/ — (a — c)* A 

conlequent x— , h 1 — . A 

caufe de A* qui doit être pofitif, cette folution exige 
que 4 afXa — c) 1 , c’eft le cas où les deux racines 
de l’équation a font imaginaires. Les coefficiens A 
& A' relieront indéterminés; & on aura pour détermi- 
ner les fuivans cette faite d’équations, 

( 2 a x - 4 - a.(rt — 1) -fc)nB — 2 ah n B' -+~(b\. 
(x — i)-4-ex-4-g — b h 1 ) A — (2bh — b-i-e)hÀ'—0, 

(2 a\ a. (n — i')-bc)nB'-+- 2 ahnB-t-(b\. 
( x — i)-f-ex 4 - g — bh z )A'-h( 2 bx — b~\-e)hA=o; 
(2 a\-h a . ( 2 n — 1 )-f-c) 2 nC — qahnC' -4- (6 • 
(x4-n).(x-4-n — 1 )H— e.(x-4“.’t-f-g — b h 1 ) B— — 
( 2 b.(x-{-n) — b-+-e)hB' = 0 , 

(2A*-\-a . (2n — 1 ) 4 -c) 2 nC'-f- 4 aAnC-+-(^- 
(x-q-n) . (x-t-n — I ) -4“ e • (x-4-n) *4-g — bh*)B -H 
(2l>.Cx.*+-n) — b-*-e)hB = o; 
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&c. De cette maniéré on trouvera bien aife'ment 
l’intégrale complette de la propofée par deux fériés - 
afcendantes dans le cas où les deux racines de l’équa- 
tion a font imaginaires ; il ne feroit pas plus difficile 
de trouver cette intégrale complette par deux fériés 
defcendantes dans le cas où les deux racines de l’équa- 
tion c feroient imaginaires , nous ne nous y arrête- 
rons donc pas. Nous terminerons cet article par re- 
marquer que ce feroit ici le lieu de parler des différentes 
méthodes d’approximation pour les équations diffé- 
rentielles que les Géomètres ont imaginées pour ré- 
foudre piuneurs Problèmes des Mathématiques mixtes; 
mais nous ne pourrions le faire avec fruit fans entrer 
dans des détails qui nous écarteroient trop du but 
que nous nous fommes propofé ; & cette matière eft 
allez importante & allez étendue pour nous occuper 
tout le Cours fuivant. 


74. Une équation différentielle étant féparée, telle 


que celle-ci 


àx 




\/(i— * a ) 


vo — y) 


ii 


n’y 


plus qu’à intégrer chaque membre en ajoutant une 
confiante arbitraire. Mais s’enfuit-il de ce que cha- 
cun des membres n’efl point intégrable féparément, 
que l’équation ne le foit pas ? M. Euler a fait voir dans 
les tomes VI & VII des nouveaux Mémoires de Pé- 
terfbourg, & dans le premier volume de fon Calcul 
Intégral , qu’il y a des cas où cette conclufion feroit 
fauflè. Par exemple , en y faifant peu d’attention , on 
pourroit conclure que l’équation précédente n’eft point 
intégrable algébriquement , puilque fon intégrale eft 
A fin. x = A lîn. jy-f-c ou A lin. x = A On. y -H 
A fin. a; cependant q &. pétant les arcs qui ont pour 
finus x Ü£ y , &c c l’arc confiant , fi q = p-h c , on 
a fin. q = fin. p cof. c cof. p fin.c , ou x =* 
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y\/( i — a 2 ) + a|/C i — y *). qui eft une équation 
algébrique & l’intégrale complette de la propofée. 


L’équation différentielle 


dx 

l/(a-hbx-1-cx*-i-ex>-t-fx+) 


b 

\/(a-+-by-i-cy x -i-ey* -i-fy*) 


( dont chacun des 


membres dépend de la rectification des ferions co- 
niques comme nous l’avons démontré dans le Cha- 
pitre précédent), étant propofée, M. Euler a ima- 
giné qu’elle pouvoit avoir une intégrale algébrique 
qu’il arepréfenrée par JB (jt— 1— CC-*"*— H jy a ^— ♦— 

D xy E (x*y-±-xy i ')-+~Fx x y*=o. En effet, en 
difFérentiant cette équation, on trouve [B-t-Dy-+* 
Ey 1 -\-2x(C-+-Ey-\-Fy î ')]dx-\-[ll-b-Dx-t~Ex'-+- 
2 y ( C-i-E x -+■ Fx'") ]dy — 0 . On tire aufli de la 
même équation ( C *+• Ey •+■ F y 1 ) x 1 -4- ( B -+- Dy -f- 
Ey 1 )x-b-A-±-By-\-Cy , =o, ou (C-+-Ey-+-Fy*) x 
4* 1 + (B-\-Dy-\-Ey x ) ( C-h Ey Fy 1 ) 4 .v 4 - 

( B -h Dy-hEy'- y= (B -f-Djy-h Ey* y — 4 ( A-h 
By-{-Cy î )(C-yEy-\-Fy 1 ) , & extrayant la racine 
quarrée de part & d’autre, 2Æ , (C-t-£y'-b-Fj 2 )-f- 
B - 4 - Dy -+• Ey 1 = ± : \/[(B-\-Dy -\-Ey-y — 
4(A-+-By-hCy')(C-{-Ey~irFy x )]. On trouvera 
de la même maniéré 2y(C-f-EA , -+-Fx , )'+'£-H 
Dx-i-Ex'- = ±:V[(B-hDx-+-Ex'y — 4 (A-h 
Bx-ï-Cx 1 ) (C-+-E* -+-F.**) ]> donc en mettant 
ces valeurs dans l’équation différentielle, on aura la 
transformée d x ]/[( B -+• Dy Ey* y — 4 ( -+- 

By -f-Cy’) (C-+- Ey Fy 1 ) ] = dy \/ ( B-f- D -r-f- 
Ex*y — 4(A-+-Bx-{-Cx x (C-+-Ex-+-Fx i )]y qui 
étant comparée à la propofée d x\/[a •+• b y 
cy x -\- ey'-+-fy* ] = dy y [ a-y- bx -+- ex 7 -+- car’ -+-/ v 4 ] ; 
donnera pour déterminer A , B , C , D , E,b les équa- 
tions 
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B * — 4 A C = a , 

2 B D — 4( JB C-f- A E ) = b , 
zBE-^-D 1 — ^CC 2 -+-AFa-BE) = c, 
2D£-4(C£+£F)=e, 

£» — 4 CF— f ; 

& comme il y a fix coefficiens & cinq équations , un 
de ces coefficiens reftera indéterminé, & l’intégrale 
trouvée fera complette. M. de la Grange a donné 
dans le quatrième volume des Mémoires de Turin , 
une méthode direéle pour intégrer cette même équa- 
tion qui mérite d’autant plus d’attention qu’elle pour- 
roit être d’ufage dans beaucoup d’autres cas. 

Soit d’abord l’équation • = 

y/(a-i-b x ■+• ex* ) 

- — : ; je fais chacun des membres 

^{a-^-by-^-cy* ) 

£= ut , & j’ai par- là les deux équations dt = 
dx . dy 


y/(a-hbx -i-cx 1 ) 


& dt: 


y/^a-hby-i-cy 1 ) 
d J 


,d’où 


je tire =a-hbx — |— c jt 3 & — - — = a-{- by -+- 

1 dt 1 dt 1 J 


cy \ Je différentie chacune de ces équations en pre- 
nant dt pour confiant, & il vient 
x d*y 


dt * 


= b — f— 


2 ex. 


dt* 


— b -4- 2 c y, lefquelles étant ajou- 


tées enfemble , donnent , après avoir fait x -f-. 

i d* v , T .... 

y=p , — -—^— = 2b-+-2cp. Je multiplie cette equa- 

. dp 1 

tion par dp, & l’ayant intégrée enfuite, j’ai 


k -{-2 bp -f- cp % d’où je tire C k 4- 2 bp 4- cp 1 ). 
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Mais ~~ — - — ]X(a + ix+cx J )-+- 

dt dt 2 

\/ (a-\-by - f- cy 2 ) ; donc j/f a -}- £> ■* •+• c X 1 ) -f~ 
\/(a-+- b y -+- c y 1 ) — ]/[k-\-2.b ( x-\-y) 4- 
c {x~\~y) 2 ~\, équation algébrique qui eft l’intégrale 
complette de la propofée. Au lieu d’ajouter en- 
femble les deux équations différentielles du fécond 
ordre , on auroit pu retrancher l’une de l’autre , 
d’où l’on auroit tiré, en faifant x — y = q t 
id l q , dq % 

— — 2 c q , & en intégrant , • — = n -H. 


cq' t ou —-=]/ ( h-t-cq 2 ). A caiife de q=x — y, 
on auroit ea-~- — ]/ r ( a-h bx-l-cx 2 ) — 



W / ¥ ^ * 

l / [h-{-b(x — yy ~\ , qui ne diffère pas de la précé- 
dente , comme il fera facile de s’en aflurer par un 
calcul fort fimple. 

Plus généralement foit 7 = 

b v/ («-+-** H- c x 2 ) 

-- = — — ,T étant une fonâion quel- 
le («-*-*?-+- a 1 ) T 

1 2 dx* 

conque de x 8c y. Je tire de ces deux équations — — - — 


T*dx 1 

=a-\-bx-\-cx 2 , — ; =a-\-by~)r cy\ Celles-ci- 

d t 2 

étant différentiées , en faifant dt confiant, donnent 

iTdTdx+tT'd'x . iTdTdy+iT 2 â 2 j 

= b+2cx, — => 

dt 2 dt 2 

b-b2cy. J’ajoute enfemble ces deux detnieres équations, 

« r-r ' . • .TdTdp + T'd 2 p 

& en faifant x-4-y=p, j en tire celle-ci — *— 

ssb-i-cp. Si je fais x — J = ?» & que je fuppofe 
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T une fon&ion de p & q relie que dT—Mdp-h 
»*1, j’aurai il'i- = . Mais 

àpd ‘1 dx 1 — d j * i.(x — y)-j-c.(** — j*) 

ÿ; = 


dt* 

l q-+-cpg j dTdp _ Mdp* Nq(b^-cp) 


dt 1 
■; donc 


• ï* ' dt * dt* ■ r* 

En fubftituant cette valeur dans P d p __ 


dt* 

« , . T 1 ( Mdp*'+-Td*p) 

b^cp , il me vient- — — ==(£-f.c/j) 

* 

ÇT — iVÿ). Or, puifque T eft indéterminé, fi je fais 
T= Nq , l’équation précédente fe réduira à celle-ci 

M dp* *f“ r d 1 p •tnt a 

- = o; il eft donc queftion d’examiner 

ce qui réfultera de cette fuppofition, A caufe de N=a 

dT i dT i 

— — , on a — j d’où l’on tire en inté- 

« q 1 dq q 

grant par rapport à q , en ajoutant une fon&ion 
de /> & de confiantes, log. T=log. q -|- log. P ou 

r=P,. Mais M(=-?L) = -dL v donc 

Mdp 1 -+-Td 1 p ^ dP dp * ( P d z p \ 

dt » ^ \ dp dt* “* dt* y 1=3 


dP 


dpdP-hPd'p 

dt* 


(à caufe de -j-dp = dP)q 

qd.Pdp d.Pdp . Pdp 

— ■— — = o. Donc — 3 — — = o , & — .-il — 

dt* dt dt 


g> 


g étant la confiante arbitraire qu’on doit ajouter en 

intégrant 
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intégrant. On a fuppofé ^ 

dt dt 

\/(a-bbx.-i-c x 2 )-b)/(a-i-by-hcj 2 ) x 

i — ÿ ;donc,acaufe 

de — = ■—- = ~~ ~ » °n a J/ r (a-H&x*+»c;r*)-+. 

]/(*-+- by-î-cy ' ) —g (x — y ) ; c’eft l’intégrale pré- 
cédente fous une forme beaucoup plus Ample. 

Nous ferons ufage de la même méthode pour in- 
tégrer l’équation — - — „ su 

y/{a-hbx^-cx 2 -t-cx* -j-fx* ) 

O 


, — — — ; c’eft -à- dire que 

y/(a-hby-i- cy* -i-ey* -hfjr* ) H 

nous fuppoferons chacun des membres de cette équa- 

dt T'dx* 

«on =*= — — - , & nous aurons — : 

r dt 2 


— a~+-bx-^ 


cx*-f- ex* ~hfx * , 


T*dy 
dt 1 


= a -+- b y -f- c y 1 »4* 


d’où nous tirerons en différentiant comme 
nous avons fait ci-deflus. 


i TdTdx-hiT 1 i 1 x 
dt * 


= fc-H 2 car - 4 - 3 e at* - 4- 4/x J , 


iTdTdy-h 1 T* d* y , , 

b -4- 2 cy -f- 3 ey' -+- +fy\ 

Nous ajouterons enfemble ces deux dernieres équa- 
tions, & après avoir fait x -\-y=>p , x — y — <{ » 
dT=? Mdp + Ndq , nous aurons 

iTMdp 1 -4- iT Ndpdq-t- »T* d 2 p , 

L — — = 2 b-h 2 cp + 


te 

a 


dt 

•(/>*'+* f) H-/- (f’+3fî l ). Mais 

Kk 
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dx l —dy % Hx— j x )-*-e{x » —y * )-+-/(* 4 — jy 4 ) 

'ït* T 1 

i5-4-cpî-h-^(3p*?-+-? î H 


T 1 


-;donc, 

en fubftituant cette valeur, l’équation précédente de- 

vieh d ra = (b+cp ht-nj) 

H — — f 3 T-(f’ + ?’) — 3 J>*'î-4-î’})4- — 

4 * 

(T.(p J -H3/7 7 I ) — N. (p i q-^-pq , ))> Soit comme ci- 
deflus T — Nq = O, & par conféquent T = P q , 

. T n „„ dp T>(MJp*+Td*p) 

N=P,M=q — -, on aura = 

_ , dPdp+Pd'p o rj Pd.Pdp 

P l <f . — — — , & par confequent — — — = 


dt 1 


— -f-/ />. Cette équation devient intégrable étant 
multipliée par 2 dp, & l’intégrale eft - ~ep-\~ 
fp'-i-g* d’où l’on tire ~~-==V'(tp-hfp 1 -i-g)- 

Ma«I^=Z£ï±M = 

ér qit 

V (a-f-i*H-cr 1 -f-fA?î-4-/x+) t */ (a-f-iy-l-o' 1 -4-ey 3 -t-fy + ) 

■ *■+■ > 

x — 7 x— jy 

on a donc pour l’intégrale complette demandée 
|/ (a-+-èx 4- ex 1 -+- ea.* 5 -H/ x + ) -f- )/( a -H b y -4- 

CJ yi e> ,î -+-//) = (JT — jy ) ]/( e . ( *■+- > ) 4-/.: 

4-g). 

Si on eut propofé l’équation 

d x 

V'(a-hl/x-t-cx 1 -hcx* -hfx* ) ^ 
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dy 


S'ï 

V'(a-bbj+cj* + eji+fj*) ~°' 00 aUroit trou * 
vé pour intégrale ]/ (a-hbx-+-cx*-bex'-+-fd*)— 
V (a -h b y 4- cy' ' + ey ' -f-//) = ( x — y ) * 

Maintenant fi Ton multiplie l’intégrale de la pre- 
tniere équation par la différence des deux radicaux 

fécondé par la fomme de ces mêmes 
radicaux , on aura ces deux équations 
b / x — y)-+-c(x 2 — y 2 )-t-e(x* — y')-\-f(x+—y4)=: 
(*—y)V(e.(x-\-y)-\-f. 

b Ati CX i 1 + ex ''t-J x *)—V(*+l’y-{- c y'-¥- ey' -h 
fy )], b(x — y) + c (x z — y‘) 4 - e (** — + 

/C^ 4 — /) = (x— y)]/(e . (*-+-jy)4-/- 

(*-+-y) 1 -t-g)[V(a-bbx-hcx* + ex' -t-/r 4 ;-+- 

K(û-+-^-f-c^*-f-e/-K/y»)]. On diviferala pre- 
mière par x — y , & on aura 
e ( x’-i-xy-hy') 4 -/( *» 4- ** jy 4- xy 1 4 - y* ) == 
K (e . (* -hy)~fr-/U -t-y )» -+-g ) [ V( a 4 - 6 x 
cx* 4 - c -h/* 4 ) — ]/ (a 4- £jyH-cy 2 -hejy 5 H-fy 4 )] , 
qui étant ajoutée à celle-ci (x—y) j/(e.(x-hy )4- 
/• (■ x iry ) *■ -+- g ) = ]/( a -+• b x 4 - c x ' * 4- e x' 4 -/ x 4 ) 
+ ]/ ( a -f- b y 4- cy 1 -f- ey' 4- fy 4 ) dont auparavant 
on multipliera les deux membres par y (e . (x4-j)4* 
4 - jy )* 4 -g ) , donnera £ 4- c.(x -j-y ) 4- g. J 
( x ~y ) -+- e.( 2x*-j-xy)-h2f. ( x' 4- x*y ) = 
2 y(e.(x-hy)+f.(x+y)’-t-g) . ]/( a + bx~b 
cx 2 4-. ex'-+-fx*) , & élevant chaque membre au 
quarré, b z — 4ag4-(2ic — 40e — 2 bg) . ( x -hy) 
-Kc 1 — 4 fl/— 2 cg 4 -g*)-(^ 1 -+-^ I ) 4 - 2 (c I — 

4 a f— b a — g * ) xy 4- 2 ( c e — 2 bf— eg ) .( x 1 y 4- xy*) 
■4-Cc* — 4 gf)x z y 1 =o, En opérant fur la fécondé 
équation comme on a fait fur la première , on par- 
viendroit au même réfuitat ; cette équation réfultante , 
qui eft exactement celle de M. Euler . eft donc éga-> 

Kkij 
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leraent l’intégrale de l’une & de l’autre équations diffé- 
rentielles propofées. 

M. de la Grange examine enfuite fi l’on ne pour- 
roit pas trouver d’autres cas d’intégrabilité de l’équa- 
tion — ~Pÿ~' q ue J es précédens.Pour cela, foit 

. dx dy dt ,, v ,» • T‘dx % 

'oujoiirs _ = -i. = — ; d’ou 1 on tire-— 

— X, * ^ — =V; 8r par la différentiation 
de 1 


iTdTdx+iT'd'x _ dX iT dTdy + xT‘d'-y 

dt* dx ’ dt 1 


dY 

dy 


Je fuppoferai x-\-y=p , x — y = q, dT= 

Mdp-\-N dq ; & l’équation précédente deviendra 
iT(Mdp 1 -\-Ndpdg)-hiT 1 d*p dX ^ dY 

^ dx 


dt 1 


dy 

laquelle, à caufe de dp dqt=dx x — dy 1 = 

. (X— Y)dt x . „ . 

-, le changera en celle-ci 


dX dy 

T 


iN(X— y) 


T* 

iT( Mdp % -\-Td x p ) 

dt 1 dx d? 

dT 

Je mets pour AJ fa valeur , 8c j’ai le premier 
membre de l’équation précédente = aT~. 4- 

iÆ\ 

2 T 1 — = - , en n oubliant pas que 

dans T on n’a fait varier que p feul. A caufe de 

x =p & de x — y— q , on a x = p ^~~ — 8c 

. "j . 
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y = — — , de forte qu’en ne confidérant que la 

variabilité de q , on peut mettre dans ie fécond mem- 

bre de la meme équation & — pour 

dq 

, ce fécond membre 


àX o dY 

& -yy Puifque N- 


dq 

dT 


devient 
x-y 


z d(X—Y) 




dq 


dq 

»(X— Y) dT 
— = 2 T 

T dq 


dq 


, en ne perdant pas de vue qu’ici dans 
X , Y & T on n’a fait varier que q feul. Ain fi notre ‘ 

<■%-) 


équation aura la forme fuivante 
x-y 




dp 


j j > & pour pouVbir en tirer , il 

faudra faire en forte qu’elle ne contienne que les va- 
riables p & q. M. de la Grange penfe qu’on ne pourra 
l’obtenir, i°. qu’en fuppofant T=PQ, P étant une 
fonction quelconque de p, & Q une fonâion quel- 
conque de q , pour avoir en divifant par Q 1 , 


m “( t ) 


j ^ — qJç — — . 2°. Qu’il faudra que le 

fécond membre de cette équation foit fon&ion de 

la feule variable p , c’eft-à-dire que l’on ait 
- x-y < 


'<rr> 


Qdq 


d’où l’on tire, en intégrant 


par rapport à q, X—Y=Q(f:(p)fQ'dq+F:(p)). 

Kk iij 
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Si cette condition a lieu, on aura auffi 


«£)' 


dp 


parce que cette équation ne renferme que p t 
l’intégration donnera ^-j^-^ — g'~^ m 2ff:(p)dp, g' 


étant une confiante arbitraire. Donc 
dp ix-+-dj 


Pdp 

dt 


*ff:(p)dp)imais ^ _ Jt 
donc la propofée aura pour inté: 


=Vd- 

y/X+y/Y 


It PQ 

. . . grale l/X-hJ/Y= 

Q]/(g'-h2ff:(p)dp)i il refte à voir quelle doit être 
la nature des fondions X & Y pour que l’équation de 
condition X — Y=Q[fi( p)fQ_dq -+-F:(/>)] ait lieu. 

Süppofons d’abord qu’elles foient de la forme fui- 
vante , X==a-+-^Ar-Hc* , H-eA- ï -+*/'.r 4 -l-gjf T -t-&c, 
Y=a-+-by+-cy t -+-ey i -t*/y f -hgj , -t-&c ; alors 
X—Y = bÇx — y)-\-c(x 1 — ■y*) 4 -e(x ï — /)■+- 
f(x 4 — y*)-+-g (x 1 — y 1 ) -f- &c. Or, en faifant jt-H 

y— p & x — y—q> d’où l’on tire x— a y =- 


~ — — , nous avons X — Y =b q-{~ cp 0 •+> -î- 
* 4 

(.îp 1 ’¥'q % )-\r~-(p' t q+pq')-* — ~ (fp*q~b 

iop 2 q* Sec ; donc pour que dans ce cas-ci 

l’équation de condition ait lieu , il faut néceflàire- 

ment que Q===f, ce qui donne fQdq = — — , puis 
F: (p)=b-±~cp -\ — - — p 2 -+- — pM — — /> 4 -H&c» 

4 i 1 6 

£ IP 

fi (p) — — — h/g H p *- 4 -&c, & tous les ter- 

mes qui renferment des puiflances de q plus élevées 
que la troificme nuis , ce qui ne peut être a moins que 
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le coefficient g & les fuivans ne foient zéro ; ou, ce 
qui revient au même , à moins que X & F ne con- 
tiennent point d’autres puifiances de x & de y que 
celles qui ne paflent pas le quatrième degré. 

Si on fuppofe généralement X =/ : ( 2 x ) =/ : 
Cp- 4 -^)» Y— F:(2y') = F: (p — q)} l’équation de 
condition deviendra f'-(p-\-q ) — F :(p — q)=Q(f: 
(p )fQ.dq-\-F: (p)). Je la differentie deux fois de 
fuite * en ne faifant varier que p , & il me vient 
f":(p-hq)—F":(p — q)=Q(fi(p)fQdq-\-F n (p))i 
je differentie deux fois de fuite la même équation en ne 
faifant varier que q , & il me vient f : (p -h q ) — 

dl Q „ 

^ -F:(p). 


r: (P - î) =ilM/= w , 


d Ç* J ~ * 9 d (J * 

Donc Q F" : ( p) + QJ": (p)/Qdq = 


d'Q 


Fi (/>)■ 


d'(QfQdq) 


dq* . Y' dq x 

doit être identique. Je ferai 


/: (p ) , équation qui 
d'Q 


dq 1 


— m’Q, m* étant 


un coefficient confiant quelconque ; cette équation 
du fécond ordre donnera Q=ai fin. (mq~\~b 1), 
a 1 & b l étant auffi des confiantes quelconques , & 


par conféquent fQdq 
• a 1 1 


QWq 


im 


cof. (mfl + i I ), 

m 

fin. 2(mq-+-b 1 ). En mettant 


ces valeurs dans l’équation de condition , on la change 
en celle-ci ai fin. (wq-\- bl)(F":(p)-F■m 2 F:(p))—‘ 

^^- fin. 2 (mq-k-b l)(/": (p)“t" 4 ml /:(P)) = °> 

X JTL 

qui devant être vraie indépendamment d’aucune équa- 
tion entre p & q , donne F" (p) -+-m 2 F:(p) = O t 

d % F-.(v) 

fi(p)+ 4 ™*fi(jp)=Oi ou- 


df 


= — m'Fi(p), 
Kk iv 
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J * 7' ^ = — 4 m'fi ( P ) y d’où l’on tire F i 

dp* ' 

(p) = a2Cin.(mp-i~b2),f:(p) — a^fin. 2(mp-4-bq)* 
a2, b 2 , a 3 , b 3 étant des confiantes arbitraires. On 
mettra ces valeurs dans l’équation f'(p-ï-q) — F : 
(p—q)=Q(f:(p)fQdq4-F:(p)), & on aura 
f:(p-+-q ) — F:(p — q) = aia2 fm.(mq-{-bl) 

fin. (mp«^b2) — — fin. 2 ( m a -+- & 1) 

X 772 

fin. 2 (mp-\-b $) = — — ( cof. (m.(p-+-q) -h 

^ i 

b 2 -î- b 1) — cof. (m .(p — q)-{-b 2 — b !’))■+' 

' a * ■ C cof. 2(m •(p~bq)+b 3 -hbi) — cof. 2(m .; 

(p — q^Arb 3 — £1)). On peut donc fuppofer/: (p-\-q)=x 
sI-l -3 cof.(m ,(p-{-q)-i-b2-t-b I )-hCcof.2 (m. 
C ^ -i— ^ ; -f— i> 3 -f- ^ 1 ) » F: (p — q)=A-bB cof(m . 
(„ — ft)-±~b2 — bl) *4- C cof 2 (m.(p— ç)-H>3 — bl), 
4 , B, C étant des confiantes quelconques ; ou , mettant 
jur p-t-q & p — q leurs valeurs 2 x & 2y % on peut 
jppofer que X=A-+-B cof (2mx-\-b2-\-b 
cof. 2 C 2 mx-4-i $-\-b 1 ) , Y=A-t-Bco(. ( 2 my-H 
& 2’ — 1 1 ) 4- Ccof 2(2m^-f-f>3 — bl). Ce font-là 
les valeurs les plus générales que l’on puiflfe donner 

è X & à Y, pour que l’équation — ~rr foît 

y X y Y 

intégrable par la méthode précédente; à caufe dq 
ffi ( p ) dp=fa^dpfn\. 2 (mp-\-b $)= — 

XTU 

cof 2 ( wp -+* b 3 ) , l’intégrale fera j/ X -+• ]/ Y — s 

<1 1 fin. (m. (x — y)-+-b 1 )\/[g — - cof. 2 ( m, 

m 

( x ) ■+■ b 3 ) ] , à laquelle , en faifant 2 m = n , je puis 
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donner la forme fuivante : ]/*X-+'l /Y= 
fin. Ç n . -■ ^ y -4- 1 ]/ [h — i co f. (n . (x -f^)-4-2 b 3 )]. 

Soient cof. n* -+- fin. nx \/ — 1 —u, cof. ny4- 
fin. ny \/ — 1 = ? ; on aura 

r I -+-U 1 _ I U* , . 

co l.nxrx= fin.nj:= 1/ — 1 , 

X U ÏU 


1-f-u 4 


t — U* 


cof. ny: 


r j-t-u* - 1 — t* . / 

cof.2nj:= .fin. 271*= — V — 1 • 

2 U 2 I« l 

cof ny=es - fin. ny—— — — I » 

cof. 2wj=;- 1 ~*^- , fin. 2ny=- 1 —~ — J / — 1» 

& par conféquent 

cof. n(x-f-y)=s= ■■■ — , {in. n (*-+-7) — 

X uç 

fin. „’ l a = 2 L=* 

» *^(î“) » 

_L-“ ■■]/_!, 

» V^CTt/) 

Soient aufli cof. (b 2-\-bl)=D , cof. (b2--bi)=:E , 
cof 2 (£3 4-ii)=f\ cof 2{b$— -bi)— G;ontirç 
des deux premières fuppofitions,( 2 cofil fin.ii) 1 ^ 
(D + £)*((in.h)’ + (E—D y ( cof il) 1 , qui 
devient ( fin. 2b 1 y — ( D -+- E ) 2 ( fin. il)*-!" 
(E — Dy(coC ii)*, ou i — tcofi 2i i) 1 = D I -f- 
E 1 — 2 DE cof 2 i 1 , & donne cof. a i 1 e= D 1? -f* 

j/( ! _£>»_£* 4- D 1 £>)= D£-+-l/( 1 — D * ) • 

1/(1 — E 2 ); les deux autres donneront cof. 4 i l = 
FG-f-]/(i— F 1 ). l/(i— G 1 ). Donc fi Ton fait pour 
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abréger DE-}-\/(i — D 1 ).}/ (1 — E*)= M,FG - f* 
']/' ( i — F 1 ). ]/ (i — G 1 )— N, FG— 1 /C F'). i 

j/(i — G*)=P; on aura d’abord N= a M* — i; 


& enfuite cof. bi = ^/^ , fin. &i 
cof. ai; 3 


F-t-G 


Z CoH 1 É I 


J/" fin. 2^3^= ^-).On 


donnera à X, à F & à l’intégrale précédente la forme 
que voici, X — A-+-B (cof.(ia -+-& 1 ) . cof. nx — 
fin. (b 2 -f- b I ) fin. n x ) -4- C (cof. 2. (b 3 -\-b 1 ) .1 
cof. an* — fin. a . (b 3 -f-t 1 ) . fin. 2 na:) , Y=A-+- 
B (cof. b 2 — b 1)$ cof ny — fin. (£2 — b 1). fin. n^)-+- 
C(cof. 2 .(b 3 — Z?l) . cof 2 ny — fin. 2 . (b 3 — Z>l ) 

fin. anj), |/X-+-|/y=(cof. £ 1 fin. — — — — - 4 - 

fin. b l cof. [ A — i ( cof. a 6 3 cof. n .■ 

(x-\-y) — fin.a^3 fin.n .(■*-+-}/))] ; & après avoir 
fait les fubftitutions nécelfaires , on aura 


X=A-t-B ( D . -I±ül - 1 /(D« - 1) . — } -+■ 

\ ni . iu / 

\ ni* zu x y 


n-t* 




y=a+b(i 

yx + Kr= (K (— F^) • t^T+ 
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Enfin, àcaufede dx= — — — , dy = — ; 

nuy ' — 1 y n\Ÿ ~~~ 1 

’équation dx:]/ X=dy :]/ Y deviendra 
du:l/[C.(F — J/ (F* — i)-\-B .(D — ]/ (B 1 — i)).T 
u-f-2*iu* + B.(D-+-]/(D>—i)).u i -+-C.(F-b 

B ; (E — ]/(E * — 1 )) . ? +2^4-B.(E-4- 
î/(E»~ i)).?’+C.(G+J/(G>— i)).? 4 ), qu* 
eft un peu plus générale que celle-ci , dar : J/ ( a •+• 
b x-{- c x* -f- e x i -t-fx 4 ) = dy]/( a-j-by -+• cy 2 -4- 
ty'-F-fy*) , puifque la première renferme fix coeffi- 
ciens indéterminés (elle en renferme fept , dont quatre 
ont entr’eux une relation exprimée par l’équation N=t 
2 M 3 — 1 ) tandis que l’autre n’en renferme que cinq. 
" Pour généralifer s’il eft poflible la méthode que 
nous venons d’expliquer , nous reprendrons les deux 

. . dT dx dT dy . 

équations — = — — &c — == — , dont nous 

prendrons les différentielles logarithmiques en regar- 
dant toujours dt comme confiant; & nous aurons 


, / dX 1 dT \ . 1 dT , . * 

i ' x ={rx^ x -T-^} ix ^T-^^ dxdJ, ■ 

d ‘’={7rîJ-T-7T) d > , -T-îï dxi ’ > 

d’où l’on^irera.en mettant au lieu de dx 1 8c dy 1 leurs 
Xdt 1 Ydt * 
valeurs -y— & — — . 
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d(X:T ») 


d*x= 

d'y= 


i dx 

d(Y:7*) 
i à y 


dt ’ 
• dt 1 


C a l e u t 

dAog.T 

— — iiy - 
dAog.T 

■ a x dy. 


dx 


Soit Z une fonction quelconque d ex, y, & fup- 
pofons dZ — Pdx-\~Qdy ; nous aurons, en diffé- 
rentiant de nouveau , & en faifant attention que 

dP 


i Pfrx-+-Qd*y + -j~clp*-\- 


dP d Q , ^ 

dy dx ’ 

dP dQ 

qui devient, en mettant 
pour d x l , dy * , d*x, d*y leurs valeurs, d l Z = 


0 


d(X:T*) 


i dx 


*Q\ 
dy J 


d(Y: T*) 
.dy 


X 

T* 


dP Y 

~77 


( *)dt 1 


( 


dP 


(f.log. T 


Q ...(C)dxdy. 


dy dy ^ dx ^ 

Donc fi nous fuppofons le coefficient de dxdy ou 
C=0 , & le coefficient de dt* ou <*=F':(Z); nous 
aurons d* Z = d t* F : ( Z ) qui étant multipliée 

dZ* 

par 2 dZ , & enfuite intégrée, donnera — — =g-f. 

dt* ° 

2.fdZ F : (Z)=g-{-2F:(Z) , & -j— — ]/ [g -h 

2 F; (Z)], g étant la confiante arbitraire ajoutée en 

Qiy Py/X+Q^/Y 
T * 


• , . dZ Pdx 

intégrant. Mais = 

dt dT 


fera 


donc l’intégrale de l’équation — — ^ . 

✓ V ' x VY 

*aY X ~\ -QV r= T V[g-h 2 F:(Z)]. Toute la 
difficulté fe réduit donc à trouver pour T & Z des 
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valeurs qui fatisfaffent aux équations *=o & C=o. 

Si l’on fait pour fïmplifier log. T=u, l’équation 

* — j du Q du z dP 

C=o donnera = — . &,à 

dy P dx P dy ' ’ 

caufe de du=z-^~dx^+-~dy, du =~ .1 


P dx — Qdy 


dx 
z dP 


dy ' dx 

P --r- p î d’où l’on tirera (n°.J4), 

en nommant /x le faéteur propre à rendre Pdx— - 
Qdy une différentielle exafte, & en faifant pPdx — 
2 d P 

f4.Qdy=dS , u— — — dy-+-/:(S), l’intégrale 

/ x dP • 

T~~dÿ~ ^ ^ tant P r ‘k comrne H dit dans l’article 

cité. Donc T(=e“)=3e^' /> ou mieux 

T= 4 > : (S) e^'~ 2r Il ne refte plus qu’à fatis- 

faire à l’équation a. == o que nous pouvons mettre 
fous cette forme plus fimple 

t d(P-X:T.) i d(Q*Y:T>) 

(K) --“p a — ‘•'ë — r , — =2F:(Z) - 

Nous fuppoferons P fon&ion de x feul , & Q fonc- 
tion de^r feul, en forte que Z =fP dx -t-fQdy & 
T—<p:(fPdx — /Qdy). Cela pofé.fi après avoir 
multiplié l’équation K par Pdx, on l’intègre en ne 
faifant varier que x, on aura, en faifant attention 

P a X 

que dans cette hypothèfe dZ=:Pdx t — -f- 

J . — dx—zF: (Z)-bn:(y). Mais 

d(Q*F: T 1 ) i d.Q*Y iQ>Y dT . 

— Tj ; — = — r , — tt * donc 
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d(Q*Y:T *) P 

- . -—dx— - — 

O Q Qdy 


r Pdx 

" J T* 


dT pdx t d (Q Y f~r~) 


h 


; & l’équà- 


V J dy T> Q 
tion précédente devient 

P-X , , <Q‘ r f^r) r „ 

r» + Q dy — 2F.(Z)-i-n:(y). 

Je multiplie celle-ci par Qdy, & je l’intègre en ne 
faifant varier que y , ce qui me donne , en faifant 
attention que dans cette hypothèfe dZ = Qdy , 

P'Xf^+Q>rf~= 2fdZF:(Z)-i-*: 


(y) -4- *(*). Maintenant puifque Teft une fon&ion 
de fP dx-\-fQdy , cette quantité eft réciproquement 
une fonction de ï qu’on peut repréfenter par «CO, 
dT dT 

& on aura Pdx — — — <r':(T), Qdy— — r'i(D, 

C’eft pourquoi Ci l’on fuppofe ~y~ = ~~ 2* : (T ) , 
& par conféquenty-^^-=2:(T);onaura— — - = 

=-*■<.!)■ Do ”= 

Æ=r=(/P^-/Q^) &/ 4 ^ = - 

r : ( fPdx — /Qdy). En fubftituant ces valeurs dans 
la derniere équation, on la changera en celle-ci: 
( Q'Y—P*X)T:(fPdx—fQdy)= 2 fdZF:(Z ) 
-h A:(y)-1- •*:(*). 

Lorlque X as? a + £*■+• ex* fx* i Y= 
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e-hby’+-cy , -+-ey 1 -+-jÿ+-, on fatisfera à l’équation pré- 
cédente , en failant Z= tf-hy , & par conféquent P=i , 


Q=i;puis Ti(x — y)— , 2/dZF:(Z)=è-{-. 

x——y 

Z ’ * 


c Z H Z’ H — — Z i , A: (y)= ~ — 

13 z 


*:(x)z 


ex 1 


ifxi 


Mais c’cft fur-tout de 


l’équation K qui eft infiniment plus générale que celle- 
là dont il faudra s’occuper , fi l’on veut trouver 

des cas d’intégrabilité de l’équation - ^ ^ • 

V X y/ Y 

autres que ceux que l’on connoît & que nous avons 
indiqués dans cet article. 


7f. On a dû remarquer que par les méthodes dont 
il eft queftion dans ce Chapitre , on peut parvenir a fa- 
tisfaire à une équation différentielle , fans que l’équa- 
tion qui fatisfait foit comprife dans l’intégrale com- 
plexe ou générale. Or, fans connoître l’intégrale com- 
plexe d’une équation différentielle, comment s’affurer 
que la folution particulière qu’on vient de trouver, 
en eft une intégrale particulière ? M. Euler s’eft oc- 
cupé de cette importante queftion dans le premier 
volume de fon Calcul Intégral ; la folution qu’il en a 
donnée a été étendue & perfectionnée par M. d’Alem- 
berc dans les Mémoires de l’Académie de 176p. Mais 
le Problème n’a été réfolu généralement que dans 
la première partie des Mémoires de 1772; M. de la 
Place y donne des méthodes pour trouver toutes les 
folutions particulières d’une équation différentielle pro- 
pofée qui ne feroit pas comprife dans l’intégrale corn- 
plette. 

Soit l’équation du premier ordre dy^pdx i Ci 
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fjL = o fatîsfait à cette équation différentielle, elle fera 
une folution particulière ( M. de la Place entend par- 
la qu’elle ne fera pas comprife dans l’intégrale com- 
plette) toutes les fois qu’elle rendra nulle la quan- 

üte 1 ! h^+i’-dTïy + 7 y-iy )- autre * 

ment elle fera une intégrale particulière; on fuppofe 

en- I o dp dp d V d*p 

n fonction de x, y, & par — — , — — , -j— , tT~* 

on entend les différences partielles de du premier 
& du fécond ordre. Voilà bien la maniéré de recon- 
noître fi l’équation qui fatisfait eft une folution par- 
ticulière ou une intégrale particulière ; mais comment 
trouver toutes les folutions particulières d’une équa- 
tion différentielle du premier ordre propofée ? Le 
Théorème: fuivant donne le moyen d’y parvenir. Si 
/*= o, f* étant toujours fonction des variables x & 
y , eft une folution particulière de l’équation diffé- 
rentielle dy—pdx ; fx eft un fadeur commun aux 

, . , d*p d x p dp 

deux quantités p -f- — ■■ ■ — : - --- - de i:-r— * 
dxdy dy* dy 


c’eft- 


à-dire que /a=o rendra nulle chacune de ces quan- 
tités : réciproquement tout fadeur commun à ces deux 
quantités égalé à zéro , eft une folution particulière 
de l’équation différentielle dy = pdx. On trouve 
dans le Mémoire cité les démonftrations de ces deux 
Théorèmes , & de Théorèmes relatifs pour les équa- 
tioDS différentielles des ordres fupérieurs. Cela n’a pas 
empêché M. de la Grange de s’occuper des mêmes 
queftions; voici la folution qu’il en donne dans les 
Mémoires de Berlin de 1774-, & qui eft très-direde 
& très-fimple. 

Nous avons démontré (n°. 4 6) que fi l’équation 
différentielle du premier ordre (K) = o a pour in- 
tégrale 
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tégrale complette l’équation y=o entre y, x 8c la 
confiante arbitraire a, 8c qu’en différenciant V—o , 
on trouve dy—pdx', nous avons, dis-je , démontré 
que (V)=o réfulte de l’élimination de a au moyen 
des deux équations V=o & dy=pdx. Ainfî quand 
même a ne feroit pas confiant, V =0 fatisferoit à 
(V)=0, pourvu que par la différentiation de K=o, 
on eut également dy=pdx. Suppofons maintenant 
qu’en faifant varier y , x 8c a dans V =z o , on 
ait dy = p dx -+-ÿ da , qu’on réduira à dy — pdx 
en faifant q= O; fi cette équation q=o donne une 
ou plufîeurs valeurs de a en y 8c x , ces valeurs 
étant fubftituées fucceflivement dans V=0 , on aura 
différentes équations entre y & x qui fatisferont à 
l’équation différentielle (V)—o, fans être compri- 
fes dans l’intégrale complette V= o , 8c qui feront 
par confequent autant de folutions particulières de 
cette équation différentielle. On auroit pu donner * 
à la différentielle de V—O, prife en faifant varier 
y, x & a, cette autre forme dx — P dy -f- Qda ; 
alors fi ayant fait Q = on eut trouvé une ou plu- 
fïeurs valeurs de a en y & x , ces valeurs étant fubfli- 
tuées fuccellivement dans V=O t auroient aufiî donné 
autant de folutions particulières de l’équation diffé- 
rentielle (V)-O. M. de la Grange tire de cette 
remarque la réglé fuivante pour trouver toutes les 
folutions particulières d’une équation différentielle du 

Î remier ordre dont on connoît l’intégrale complette. 

)ifférenriez cette intégrale complette en faifant va- 
rier y & a, jiuis x 8c ai tirez de ces équations les 

valeurs de & — — - ; faites ces valeurs chacune 
•. da d a ■' 

= o ; & fi les équations que vous aurez de cette ma- 
niéré donnent une ou plufieurs valeurs de a en y 8c 
x, vous les fubftituerez fuccflfiivement dans l’in» 

Ll 
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tégrale complette , & vous aurez autant de folutions 
particulières de l’équation différentielle propofée. 

Il pourroit arriver que quelques-unes de ces équa- 
tions ne renfèrmaflent que a 6c des confiantes de 
l’équation différentielle ; alors les valeurs de a qu’on 
en tireroit étant confiantes & déterminées, on n’auroit 
par la fubflitution de ces valeurs dans l’intégrale com- 
plette, que des intégrales particulières de la propofée. 
Il pourroit arriver aulli que quelques-unes de ces mê- 
mes équations ne renfermaflent que x & y fans l’ar- 
bitraire a; 8c comme dans ce cas elles fatisferont elles- 
mêmes à l’équation différentielle , il ne fera plus quef- 
tion que de s’affurer fi elles en font des folutions partir 
culieres ou des intégrales particulières. Pour cela on 
les combinera chacune avec l’intégrale complette, 
en chafTant x on y, & on verra fi la réfultante donne 
a variable ou confiant. Si elle donnoit a = \, ce 


feroit une marque que la valeur de — - ou en 

da da 

quefiion , efi un faéteur de l’intégrale complette , in- 
dépendant de la confiante arbitraire a, & par confé- 
quent étranger à l’équation différentielle. Il ne s’agit 
plus que d’éclaircir cette théorie par des exemples. 
Soit d’abord l’équation différentielle dy = 
xd x -f- y dy , 

— — — — qui a pour intégrale complette 

v^(* ■♦-J' — m '~ ) 

x 1 — a ay — a. 1 — m*=o; je tire de cette derniere équa- j 

. dy a+y dx a+y 

tion — - — = , — = — qui donnent 

da a da x 

également a — — y \ & fubfiituant cette valeur de a 
dans l’intégrale complette, on trouve arM-j’ — m J =o, 
qui efi la feule folution particulière de l’équation dif- 
férentielle propofée qui puiffe avoir lieu. Je prendrai 
pour fécond exemple l’équation différentielle fépa- 
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ree = 


d y 

VY 


dans laquelle X- 


SS* 

■ A “l- B x — f-« 


Cx 1 -hDx i ^\~Ex*, Y=A-t-By-+-Cy 1 ~\-Dy'-+-Ey*, 

& dont l’intégrale complette eu, comme nous l’avons 

démontré dans l’article précédent , J/ X -h ]/ 

{x—y)]/(a~hU), où a eft la confiante arbitraire, 

& U=D(x-\-y)-t-E(x-{-y) 1 . En faifant pour 

.. r .... iX dY dU 

plus de fimphcite — - — = A , — — = Y , =3 

dx dy dx 

je tirerai de l’intégrale complette =a 

( x — y )\/Y dx 

Y'y'(a-t-U) — — y)-+-i(a-hU)] \/Y 1 da 

y)\ / x 


AV(«- 


■[/) — [l/'(x— 
ainfî les fuppofitions de — o , = o, me 


*-UUy/X * 
dx 


da da 

donneront ces équations x — y= o , Y = o & X— o 

que je vais examiner fucceffivement. Je tire de l’in- 

. . . WX-*-\/Yf IT o 

tegrale complette a = U ; & comme 

.... 

x — y— o rend a infini , j’en conclus que cette équation 
eft une intégrale particulière de la propofée , ce qui 
d’ailleurs eft évident. Mais ni Y — o ni X — o ne 
rend a confiant ; il n’eft donc plus queftion que d’exa- 
miner quand elles font des folutions particulières de 
la même équation différentielle. Or en faifant Y=o, 

rfy 

le dénominateur de — — devient Y' \/(a-hU) qui 

Cl il 

fera nul lorfque l" = o; de même la fuppofition de 

dx 

X=o, réduit le dénominateur de — — à X'i/ (a-hU) 

d a 

qui fera nul lorfque X'=0. Donc les équations Y =0 
&c X=o ne feront des folutions particulières de la 
propofée que lorfqu’on n’aura pas en mème-tems 

L1 ij 
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Y'=o & X' = o ; &,par conféquent les folutions 
particulières de la propofée feront toutes comprifes 
fous cette forme x=u ou y — u, en prenant pour 
u une des racines fimpîes quelconque de l’équation 
J q+Bu-\-Cu 2 -+-Du > -+-Eu* = o. Si on propofe 

*** ... = o , dont l’intégrale complette eft 

y'X— ]/"Y=(x— y) ]/(Æ+i/); on aura aufii 
x y = o. Mais comme cette équation rend 

a ( lA = -; il s’enfuit qu’elle 

V (*— J'î* / ° s • , r 

doit être rejettée comme étrangère a 1 équation dif- 
férentielle propofée. Du refte , on trouvera dans ce 
cas-ci les mêmes folutions particulières que dans le 
cas précédent. 

Soit toujours l’équation V=0 entre y, x & a qui 
étant diftérentiée en faifant tout varier . donne dy = 
p dx q d a . je fuppole qu ayant difierentic p, en 
faifant varier y , x & a, & qu’ayant mis enfuite pour 
dy fa valeur tirée de l’équation précédente , on ait 
dp=p'dx- J rq'da ; qu’ayant diftérentié /?' de la même 
maniéré , on ait dp'=p"dx -4-^ da ; qu ayant dificren- 
tié p " encore de la même maniéré, on ait dp dx — H 

q"'da, & ainfi de fuite. Cela pofé.deméme que j’ai for- 
mé l’équation différentielle du premier ordre (K)==o , 
en chaflant a au moyen des deux équations î r — o 

& jL-L — p ; je formerai l’équation du fécond ordre 


dx 


dy 


(l/') = o des trois équations V—o t = p 

J-dL = p (dx eft fuppofé confiant) de maniéré que 

d v a 

a difparoifle; je formerai l’équation du troifiéme ordre 

Jr dy 

( y" ) = o des quatre équations ^ = o , -j— — P • 


Digilized by Google 


Intégral. 


à 1 y > y 

— — p , ~~~~P > de maniéré que a difpa- 

roifïè ; & ainfî de celles des ordres fupérieurs. Or i! 
eft clair que dans l’hypothèfe de a variable , V= o 
ne peut fatisfaire à (P r )=o que l’on n’ait q O; 
de meme = o ne pourra , dans la même hypo- 
thèfe , fatisfaire à (K') = o, que l’on n’ait en même- 
temps q = o Si q= o, fans quoi les équations dy = 
pdx -f- qda & dp=p dx-t-q' da ne fe réduiroient 
pas a dy = p d x Si dp^=p' d x ; cette même équa- 
tion y—o ne pourra fatisfaire à ( V") —o , toujours 
dans l’hypotlièfe de a variable, que l’on n’ait en même- 
temps q = O, fy' = o & q" =*o, fans quoi les équa- 
tions dy=p dx~\~qda, dp=p dx-i-q' da , dp'= 
p" dx-\-q da ne pourroient fe réduire à dy=pdx, 
dp=p'dx J dp' =p" d x ; &c. Ces quantités <7 , q t 

, &c, ne font autre chofe que ~~ , , 

dx dxda àx-da 

Sec ; en remarquant de plus qu’au lieu de dégager dy 
dans la différentielle de V= 0 , on auroit pu dégager 
dx, on verra aifément que pour que dans l’hypothèfe 
de a variable f^—o fatisfafle à cette fuite d’équa- 
tions (l/)=o, = (V)=o , Sec, à l’infini, 

il faut qu’on ait à l’infini ~~==o, =0, 

da dxda 

d* y dx d z x 

O , &c , OU — — = O , — — as O , 
dx da da dyda 

d*x 

= O , Sic. Mais fi en regardant y cornais 
une fonftion de x & a , donnée par V == o , on a 


\ iv f ■ dy d y 

a 1 infini — - — =0 , — — - — = c 
da dxda 

dy 

fairement que la valeur de ~- 

da 


o, Sic, il faut nécef- 
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ày 


alors on ne pourra tirer de — — = o que a égal à 

da 

une fonction de confiantes déterminées ; de même fi 
en regardant x comme une fondion da y & a , donnée 
N r . dx d'-x 

par V =■ O, on a a 1 inhm =o , — — - — = o, 

da iy da 

d x 

Sic , il eft néceffaire que la valeur de — — ne con- 


dx 


da 


tienne pas y, & — — = o donnera a égal à une 
da 

fondion de confiantes déterminées. C’efi de cette 
remarque que M. de la Grange tire la folution de ce 
Problème : Trouver toutes les J blutions particulières de 
l’cq.iaiion différentielle du premier ordre (K)=0 fans 
connoîtrc fon intégrale complette V=.o. 

On fuppofe pour plus de (implicite que l’équation 
( F)= o ne renferme pas de quantité tranfcendante , 
& qu’on l’a préparée de maniéré qu’elle eft abfolu- 
ment délivrée de ffadions & de radicaux. Alors fi l’on 

fait d(V) = Ad-^-+Bdy-+-Cdx. A, B,C te- 

ront des fondions rationnelles entières de y, x & 


dx 


. Maintenant puifque l’équation (l /r )=o eft in- 


dépendante de a , on doit avoir 


d(V) 

da 


= O , fuit 


qu’on regarde y comme fondion de x & a , ou a- 
conyne fondion de y Si a, l’une ou l’autre donnée 


d'y 

dxda 


par l’équation V—o. On aura donc A 

dy 

B —, — = 0. Mais pour trouver les folutions parti- 
ra 

culieres de l’équation différentielle (F) = 0, il faut 

r dy 

faire = 0 ; de plus , B étant fans dénominateur 
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ne peut devenir infini par cette fuppofition ; ainfi 
l’équation précédente fe réduit néceflairement à celle- 

ci : A - d =o , qui , lorfque -- j — n’eft pas nul 

dxda dxda 

dy 


en même-tems que — — » donne A — o. Lorfque 
da 

JjL. & — — feront nuis en même-tems , l’équation 
da dxda 

A — — h B —-^—=o aura lieu d’elle-même. Dans 

dxda da 

ce cas on la diffcrentiera en faifant varier y & x , & 
d'y / _\ d>y dB 

on aura A -WH + VIT 4 ' ) £ 

dj> -=o , qui, à caufe que les deux quantités 


da 


& — - - font nulles par l’hypothèfe , fe réduit à 

A v" A n 

= o, laquelle donne A = o , lorfque 


dxda 

A J_ \2_ 

dx*da 
d'y 

dx z da 


dy 


n’eft pas nul en même-tems que & 
dl JL., Lorfque ces trois quantités feront nulles en 


dxda 


d'y 


même - temps , il faudra différentiel - A 4 "' 

^ d ' A d 'J. -4^- — o , en faifant 


\ àx J dxda dx da 
varier y & * ; & après avoir efface les termes qui 

dy d*y d'y 
feront multipliés par “ “ 


da ' dxd, 


dx 1 da 


,on aura 


d*y 


. s= o , qui donnera encore A = O , fi 
dx>da iy 

^ n’eft pas nul en même -temps que ^ » 

Lliv 


dx'da 
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dt 


Donc on aura néceflairement l’équa- 


tion A — o, fi toutes ces quantités — - — , 

a a 


à y à 1 y 


dxda 


&c , à l’infini ne font pas nulles. Or nous avons dé- 
montré plus haut que li elles étoient milles à l’infini , 

dy m ^ ^ 

— - — ne pourroit donner que a égal à une fonction 

a J 

de confiantes déterminées , & que par conféquent la 
fubfiitution faire de a dans — o donneroit une 
intégrale particulière & non une folution particulière; 
ainfi pour que ce foit une folution particulière , il faut 
nécelïairement que A = o. Je reprens l’équation 

d(V) — Ad - -f- Bdy H- Cdx = 0, qui , à caufe 

às-A — o, fe réduit à BdyA-Cdx = o; celle-ci 
devra s’accorder avec A~o , lorfqu’on aura charte 

dy . . d 2 y 

— — au moyen de l’équation V =o. Mais ~^r— 


B 


d y 

dx 


A 


; donc dans le cas des folutions par- 


• . dy d*y « 

ticulieres tirées de — — =o, — — deviendra on 
da dx z 

démontreroit de la même maniéré que dans le cas 
des folutions particulières tirées de -^- = o, 

da dy‘ 

deviendroit *, Je m’emprerte d’éclaircir tout cela par 
des exemples. 

Soit d’abord l’équation x d x A-y dy = dy]/' (x 1 -ft 

y—m'), d’où je tire ~ — — * & 

dx rr* y 
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atm y*-m 2 — (*-■—■ jOv^-hy 1 — »*) 
c v rf je a je 

<fx* — /n 1 .) — ^)* v'(x J -+-^ 12 — m 2 ) * 

cette quantité devant être il en réfulte deux équa- 
tions ( a ) y' — m* — H" ( x ~J~ ‘7^ 

1/ C* 2 -+-jy* — - m')=0, (6) • . 

y 5 — m 1 ) — 7)* m l ) = o. La fécondé 

donne ]/ (x*-4-y 2 — m , ) — y = o , ou ]/(.r*-h 
y* — ra J )=O.Si l’on fait]/ (x’-f-jy* — m J ) — jy=o , 
l'équation a devient — m 1 =o, ce qui n’apprend rien 
abfolument. Mais fi l’on fait ]/ ( x'-+-y 2 — m 2 ) = o, 

l’équation a devient y 2 — m 1 — xjy = o ; & 

parce que dans la même fuppôfition = — , 

dx y 

elle donne pour folution particulière de la propofée 
y 2 -\-x 2 — m 2 = o. Je puis aufTi tirer de la propofée 

êx \/(x 2 -+-y 2 — m 2 ) — y d-x 

— ; — = CC — - = 

à y x dy * 

dx : Ax ^ 

xy—(y 2 —m 2 )- — Kj — *VC** + -y* —m 2 ) 

d _y <fy . 

x 2 y / (x 2 -f-jy 1 — m •) 

cette quantité devant être il en réfulte les deux 

, • , _ dx 

équations (c) xy — (y* — m 2 ) h 

dx - ^ 

(y —j~~ — x)\/(x 2 -i-y 2 — m 2 )=0, ( d ) - 

x 2 l/(x 2 -+-y 2 — m s )= o. La fécondé donne x=o 
ou 1/ ( x 2 -h y 2 — m 2 ) — o. La fuppofition de 
x = o , réduit l’équation c à celle-ci, (y]/ (y 1 — m*) 
dx , . 

• — y 1 -h tn 1 ) — = o -, & parce que dans la meme 
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àx 

hypothèfe -j— devient il eft clair que *=0 ne 

peut être une folution particulière de la propofée. 
Mais fi je fais — m*) — O, l’équation c 

à x , 

devient xy — ( y 1 — tn * ) — — = o , & comme alors 

-^-=*= — , elle fe réduit à a: 1 H- y* — m 1 = 0. 

dy x 

Donc — m 1 — O eft la feule folution parti- 

culière de la propofée qui puifle avoir lieu , ce que 
nous favions déjà. 

Cette autre équation — — = ~^y ^ tant propofée. 


dy 

on en tire — — = 
ix 


XY'^ — YX' 

V Y à'y _ dx 

v/X ,0£ dx 1 i XVXY 


Cette quantité devant être £ , il en réfulte les deux 
équations XY' YX'=o, Xj/ XY— o. La fé- 

condé donne X=0 ou Y=o. Si l’on fait X=o, 

l’équation XY' — KX'=o devient YX'=o, qui, 

dx 

lî X' n’eft pas nul en méme-tems que X, donne Y =Oj 
donc X=o eft une folution particulière de la pro- 
pofée, lorfqu’on n’a pas en méme-tems X'=o. On 
trouveroit de la même maniéré que Y=sO eft une 
folution particulière de la propofée lorfqu’on n’a pas 
en mcme-tems Y =o. 

Dans l’équation Ad -jj- -1- B dy -+- Cd x=o , fi 

dy 

Bdy+Cdx eft nul de lui-même, on aura A i —O, 
: ^ il fuffira que A= o. On éli- 


d*y 

& pour que — 
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minera-—- au moyen de A = o & de (F)=o; 

& l’équation réfultante entre x & y fera une folution 
particulière de (V) = o. Dans ce cas-ci l’intégrale 
cotnplette eft facile à trouver j car alors A n’étant 

pas zéro, on a d — ~=o & — ^-= ai cette valeur 
r dx dx 

de étant fufîÏHtuée dans ( V) — o , on a une 
dx ' 

équation entre y , x & la confiante arbitraire a qui 
eft l’intégrale complette de ( K) = o. 

On tire de Bdy+Cdx=o , C = — ~ 

d d y 

— Bp, en faifant -~-—p-, & l’équation A d — — h 

Bdy-hCdx—O devient Adp-+~B(dy — pdx)=Oi 

A * . , 

d’où l’on tire dy — pdx-*-~dp—o,&, en inté- 
grant, y — px+fxdp~^J'~dps= co, ou .y — 

px- 4- f(^ x ~ J r^f}dp—o. Cette équation ne peut 

A 

être vraie à moins que x + -r- ne foit fen&ion de 

• - B 

A 

p\ faifons donc jc — t — — =/: (p ) , & nous aurons 

y—px+f:(p)= 0 , ou y—x-~+f:(-^- > )= 0 » 

équation différentielle qui repréfente toutes celles du 
premier ordre qui s’intégrent par la différentiation. En- 

effet , en la differentiant elle devient — x ) 

d -^-=0;d’où l’on tire d ~~— o 

— x ss O. La première de ces équations donne 
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— — = a -, & en fubftituant dans y — x -4- f i 

dx y dx J 



o, on a pour l’intégrale complette de 


cette équation différentielle y — ax -\-f: (a) — o. 
L’intégrale complette que nous venons de trouver 
appartient à la ligne droite ; tandis que la folution 


particulière qu’on obtiendra en éliminant 


â y 

dx 


au 


moyen de lapropofée^ — (”^*0 == °* 


dy 


& de /' : ^ — x = o appartiendra à une ligne 


courbe. M. Clairaut eft le premier qui ait remarqué 
ce genre d’équations qui s’intégrent par la différen- 
tiation (Mémoires de l’Académie de 1754) & dont 
la propriété eft d’appartenir en même-tems à une 
ligne droite & à une ligne courbe ; mais perfonne 
avant M. de la Grange n’avoit démontré que cette 
efpece de paradoxe tenoit à la théorie des (blutions 
particulières des équations différentielles. 

Si l’équation du fécond ordre (V) = o a pour 
intégrale finie complette V=o, K fera une fonction 
dex.y & de deux confiantes arbitraires a Si b. On 
peut fuppofer que b eft fonction de a, & regarder 
V comme fonction de x , y 8 c a ; alors on verra 
aifément qu’il fuit de ce qui précédé , que même dans 
le cas de a variable , y =0 fatisfera à ( V) = o , 

„ dy dy à b d 1 y 

pourvu que I on ait — | — ^ — — =o,& — — ^ — 

da db da dxda. 


d'y 
d x db 




dx db 
db da ° 


& 
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à x AL. == o. Maintenant fi on dif- 

J _ 


d y d a dy d b da 

férentie V=o, en faifant tout varier, on aura dy=x 

pdx-+-A-L da-{-AjLdb, qui fe re'duit à dy=pdx, 
da db 

à caiife de -^-da-+- — £-db = 0', ou dx=Pdy-h 
da db 

~r~da-+--^-db, qui fe re'duit à dx—Pdy , à 
da db 

caufe d e AL. da-\ h -77- àbps o. Ainfi on aura ces 
da db 


dy 


dx 


dy 

-p = o, -f- 
da 


quatre équations V=0 , 
iy db d 1 y d*y db 

-JL — o & - — £ 1 4 r— = 0 * ou ces 

db da dxda dxdb da 

dx „ dx dx 

P = 0 , — J 


quatre autres V=o, 


db d 1 x 

— =° & 
da 


dy 


da 


db 


d*x db 

= 0 ; au moyen 

dy d a dy d b d a 

db 


defquelles fi on élimine a , b & — ■ — , on parvien- 
dra à une équation différentielle du premier ordre, 
qui fera une folution particulière de la propofée. 

Je prendrai pour exemple l’équation du fécond 
, dy . ** d>y f dy _ d*y\* 

otite J-X—+— -jp V. tx'J 

_j— , dont l’intégrale finie complette eft y= 

dx* 

-+- b x 4- a 1 -+-b * , a & b étant les deux conf- 


ax 2 


tantes arbitraires ajoutées en intégrant. Je tire de cette 
dy dy x a dy 

intégrale — ^ax+b t ~ d ———-t-za, — —. 
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H-2 b, — —x, — i > & fubftituant 

dxda dxdb 

ces valeurs dans les quatre premières équations que 

nous venons de trouver , il me vient celles-ci , y = 

ax 1 , , dy , x 1 

*+- ■+• b 1 y — ; — =ax-+-b, — 

z ax i 

, db db 

(x-i- 2 b)— — =0, * H — - — = o, qui donnent, en 
da da 

éliminant a, b 8c~—, l’équation du premier ordre y— 
da J 

dy t 6 iy- 

— Je* -4- ( 8 .v 5 -f- 1 6 x) 1 — 

dx dx j e ft une fdu- 

-ic ( i-f-jc* ) • t 

tion particulière de la propofée. En intégrant cette 
équation différentielle du premier ordre , j’aurai une 
équation finie qui fera une folution particulière finie 
de la propofée ; voici comme je la trouve. De l’équa- 
tion différentielle du premier ordre en queftion , je 

tire — H (8 x i + i6x) iy 


dx 1 


dx 


:x 4 -hi6y(i-i-x) 2 . 


ddy 




& par conféquent 

J/*( 16 y-\-^x 1 -\-x*) ; j’ai donc 

8dy-d-4xdx~i- 1 x > dx ... 

*- — — r — = 2 d x]/ ( i x 1 ) , dont 

l’intégrale complette eft ]/ ( 1 6 y -+• q.x 2 - 4 - x*) = 
x ]/ ( i -f-ar*) — \og.(\/'( X — f- at 1 ) — j)+a l. Il eft 
à remarquer que cette folution particulière finie de la 
propofée eft tranfcendante , tandis que l’intégrale 
complette finie eft algébrique. 

La folution particulière aux premières différences 
de la propofée admet elle même , outre cette inté- 
grale complette, une folution particulière qu’on trou- 


Digitized by Google 


Intégral. 5-45 


... dy \/( iéj-t-4* ) 

vera en fanant — — = = o ; 

da 1 8 

en effet, fi l’on combine cette derniere équation qui 
ne contient pas ai avec l’intégrale complette , on 
trouvera a 1 égal à une fonéfion de x , ce qui eft la 
condition requife. Mais il ne s’enfuit pas que 1 6y-)r 
x* = o foit une folution particulière de la pro- 
pofée, car pour cela il faudroit que cette équation 


rendit nul auffi 


%dy 

dx 




d'y 
dxdai 8 

dy 


;oren 


mettant dans le fécond membre pour — — fa valeur 

1 dx 


4 1 

d'y . 1 * 

on trouve ■ = , qui ne devient 

dxdai 4 


pas nul par la fuppofition de i6y+4* I '4-.*' 4 ==o > &c. 
Suppofbns qu’au moyen de V— o & de — — 


^=0, on ait éliminé b pour avoir Vi=o qui eft une 
des intégrales premières complettes de la propofée; fup- 
pofons auffi que cette équation différentielle du pre- 

mier ordre étant différentiée , donne d V i=Ad — — 

u X 


* ~ . dy 

-4 -B dy-{-Cdx-+-Eda. On aura d-^~- = — 

Bdy-*-Cdx-+-Ëd< i _ l’on tire , en regardant y 

A 

comme une fonction de x , a & b, donnée par V=zO, 

d*y B dy E_ d'y B dy 

' dxia == ’“ ~Â da A ’ dxdb ^ A ib * 
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d'y 


dx d a 

dy 


+ 


à'J 


b . a / dj 

— ==o, on aura 1 équation — — ( — — 
a A \ da 


dxdb 
iy db 
db da 


) 


ib 

7 

— = O , qui fe réduit à — — == O , car on doit auflî 
A A 


avoir 


h 

d a 


ày db 

' + "7r77 


:û. Or fi dans Vi—o, 

d y 


on fait varier uniquement — — & a, en regardant 


y Si x comme conftans, on aura Ad 
E 


dy 


dx 


-Eda=o, 


dx 


d’où l’on tirera „ — , — 

A da 

l’équation de condition fe réduira à 


d*y 


AinG 


dxda 
d'y 

= O , qui 

dxda 

combinée avec V' \-=.o , donnera par l’élimination 
de a la même folution particulière de la propofée , 
que par les quatre équations dont nous avons fait 
ufage précédemment. 

Si au lieu d’éliminer b> on eut éliminé a au moyen 

dy 

de V —o & de — p = o , on auroit trouvé 

dx 

V'2 — 0 qui eft l’autre intégrale première complette 
de la propofée ; puis on feroit parvenu à une équa- 
d 1 y 

— o , qui , combinée avec V' 2 = o , 


non 


dxdb 


auroit donné par l’élimination de b encore le même 
réfultat. Il fuit de-là que fi on ne connoît pas l’in- 
tégrale finie complette de la propofée , mais feule- 
ment une des deux intégrales complettes aux premières 
différences, on pourra également trouver toutes les 

folutions 
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fôfutîons particulières. Cette propofition peut fe dé- 
monrrer dircdement; car fi V' \ = o,par exemple, 
fetisfait a ( V)—o, quelle que foit la confiante arbi- 
traire a , il s enfuit que ( /^) = o vient de l’élimination 


de a au moyen des équations f^'i=o, & d— — =c 

I J 

p dx, dont la fécondé eft déduite de ^' 1=0 par la 
différentiation. Or il eft clair que a étant variable , le 

réfultat feroit le même , fi , en fuppofant d = 

dx 

p' dx-\- q’da, on avoit q ou — - o. 

dx d a 

Pour confirmer cela par un exemple , reprenons 

x x d 1 y 


dx * 


1 équation du fécond ordre y — x 

, 1 , dx t. « * - 

( dj d x y y 

\dx x ) ■+■ ~dx~r » dont nous trouve 
rons les deux intégrales premières en éliminant fuc- 
ceflivement a & b au moyen de l’intégrale complette 


ax s 


y hbx & de = a x -4- b. 

1 dx 


+'-g- 


L’élimination de £ donne — 

aX ) d ’°ù 1,on tire * en ne fâifant 

• à y _ x* 

varier que — - & a, da-t-xd— J — 

d a* d * d* 

~7ï ac 


par conféquent ■ 

dxda 


(£-“) 

Mm 


-+-* 
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En fuppofant cette quantité = o , on aura l’équation 
^ 2a**+- 2 a = O , qui donnera 


2 X 


dx 


a — 


ày_ 

dx 


4 


I -+-X 1 


; & en fubftituant pour a fa valeur 
dans l’intégrale première dont on eft parti, on trou- 

iy dy r 

— X ‘-t-(8*’-f- i 6 *) 

dx dx 1 . n 

vera y = — > <î ul e{t 

la même folution particulière qu’on a déjà trouvée. 
L’élimination de a donne pour intégrale première 


y = 


x iy 
x dx 




q- — — ■+. ^ -4-è 1 ; laquelle 


h 


on diffërentiera , en ne faifant varier que ^ 

*> V dx J 1 


pour avoir — — — - = 
1 dxdb 




& b , 


=o, 


rfy *> 

& par conféquent & = ■ ^ — .En mettant cetto 

valeur de b dans l’intégrale première dont il eft quef- 
tion , on trouvera encoyre la même folution particu- 
lière ; & les deux intégrales premières de la propo- 
fée , quoique très -différentes, nous auront conduit au 
Blême réfultat. 

Tout cela eft analogue à ce que nous avons dit 
pour le premier ordre; & fans autre explication on 
doit voir qu’ayant formé comme alors cette fuite 
d’équations ( /')=0, (Y") =o ,&c, les folutions par- 
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riculieres de ( V)x=zq ne fâtisferont point à (V')=o , 

\ 9 . â*y dl y 

a moins que Ion naît - — - — = o, & ~ o« 

dxda * dx % da 9 

que ces mêmes folutions ne fâtisferont point à (F")=o, 

' • u , . d 1 y d) y 

a moins que 1 on n ait — — o , — o 

dxda * dx'da ~~ 

y a i 

== o ; &rc ; dans tous ces calculs on regar- 
dera b comme fonction de a , & par confisquent y 
comme fondion de x & a. Si on a à l’infini 
d’y diy ii y 

ITdT - ° ’ ITîI = °' ' &c; ~d7I7 = ' 0 ne don ' 

nera pas une folution particulière , mais une inté- 
grale particulière, d’ou l’on tirera la réglé fuivante 
pour trouver les folutions particulières d’une équa- 
tion différentielle du fécond ordre propofée fans 
connoître aucune de fes intégrales complexes. II 

faudra différentier la propofée , & en tirer 

d x » 

qu’on fera = f ; on aura de cette maniéré deux équa- 
tions, au moyen de chacune defquelles & de la pro- 
d ^ y 

pofée , fi on élimine- - ■ , il viendra deux autres 

dx z 

• d y 

équations entre x , y & - qui fe réduiront à une 

d x 

feule lorfque la propofce fera fufceptible d’une fo- 
lution particulière ; cette équation fera la folution 
particulière demandée. 

Soit toujours l’équation du fécond ordre y—^ 
. dy , ** d>y _( dy _ d' y _ d'y' 

dx "» dx* V dx dx' dx 4 ' 

de laquelle on tire par la différentiation ^ i ( x 2 i ) 

M m ij 
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d*y 

dy 

** \ di J _ 0 

dx * 

~ 2X dx 

i / dx* 

i'J 

J .. » 

doit être ° , 

on a l’équation 2{x*- 


dx 1 


dy x* . , d*y 

2 x— o , qui donne - , - = 

dx » dx- 

dy 

4X— f-x 1 


dx 


■. Cette valeur de 




étant fubfti- 


4 (x 1 -i- I ) dx 1 

tuée dans la propofée , on trouve toujours la même 
folution particulière , favoir y = 

dy dy 1 

• — x 4 -t-(8x!-+-i6x)— 1- 16 ■ 


d x 


dx'- 


16 C J +* 1 ) 

Si la propofée ( V) = o étoit telle qu’on eût 
. ,d 1 y d 1 y 

d (V)=A d — —, alors - ■ — = - donneroit/î'=o; 
v dx 1 dx* 

& on trouveroit la folution particulière en éliminant 

d*y 


dx 


— au moyen de A' — o & de (K)=o. Dans ce 
cas on peut trouver facilement l’intégrale finie com- 

t d* y . 

plette de (K) = O. En effet, à caufe de A' d -—=o. 


d*y 


fi A n’eft pas —O, on doit avoir d = o , d’où 


ou 


ax 


l’on tirera y— h^ar-l-c. Mais la propofée 

n’étant que du fécond ordre , fon intégrale complette 
finie ne doit renfermer que deux confiantes arbitraires; 
il faudra donc fubftituer dans la propofée pour y , 

-- J- leurs valeurs tirées de fon intégrale finie 
dx dx* 
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complette , & il viendra néceffairement une équation 
entre les trois arbitraires a, b, c, fans x ni y , qui 
fervira à déterminer l’une de ces arbitraires par les 
deux autres. Maintenant pour trouver la forme de 
ces fortes d’équations, nous fuppoferons b); 


& , à caufe de a 
d'y 


à 1 y L _ dy 
dx' * dx 


■ax = 


dy 


dx 1 


-, nous auro* 




d*y dy 


& par conféquent^ = x ^ 

dy 


dx 

d'y 


-.v 


dx 

d'y 


dx 1 


J) • 
/<£• 

(f J y V ^ t ^ 

x - , J. Toute équation rédudible à cette 

forme aura la propriété de pouvoir être intégrée par 
une nouvelle différentiation ; on trouvera de cette 
maniéré que l’équation précédente a pour intégrale 


dx 


finie complette y- 


ax* 

X 


•+■ bx-k-f : ( a , b) qui repré- 


fente toujours une parabole ; & qu’elle admet une fo!u> 
tion particulière qu’on trouvera en éliminant 


, X * ■ f \dx' , d» * dx' ) 

au moyen de 1 -r; 


=Q. 


dx* 

folution particulière qui pourra repréfenter différentes 
courbes. 

Nous avons déduit bien fimplement la maniéré de 
trouver les folutions particulières des équations dif- 
férentielles du fécond ordre de celle dont nous avions 
fait ufage pour le premier ordre; il ne feroit pas plus 
difficile d’appliquer cette théorie aux équations diffé- 
rentielles des ordres fupérieurs ; c’eft pourquoi nous 

Mm iij 


* 
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terminerons-là ce Chapitre de la réparation des va- 
riables dans les équations différentielles, pour pouvoir 
traiter avec quelqu’étendùe de l’autre méthode de les 
intégrer , ce que nous ndls propofons de taire dans 
le Chapitre fuivant. , 


CHAPITRE IX. 

De la maniéré d'intégrer les équations 
différentielles en les multipliant par 
des fatfeurs. 


I 


76. J E commencerai par les équations du premier 
ordre entre deux variables qu’on peut toutes repré- 
fenter par *dx-\-G dy = o , * & G étant des fonc- 
tions quelconques de ces variables y , x & de conf- 
iantes ; or j’ai démontré , page 290 , que fi on dé- 
fignoit par //. un des fadeurs propres à rendre udx-+~ 
Gdy une différentielle exade, \ — feroit une in- 
tégrale particulière de l’équation aux différences par- 
tielles ( A). » G +- 

a y dx \ dy 

— — ^ j=o. Je fuppofe qu’on ait donné le fadeur 

/x, & qu’on demande quels doivent être * & G pour 
que [xttdx’+'/j.G dy foit une différentielle exade. Soit, 

par exemple ju. =3 — ; à caufe de = — 

(■ 57*' t ”37 
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■v-h - ~ y) '.(ttx-î-Gy) 2 , l’équatîon A devient 
dx J 


(IL y. 

Ui 7 


i! 


, )= e (- 7 r’ + - 7 ï x )‘ vi 


dx " J V dy J dx 

eft identique ft « & C font des fondions homogènes de 

„ .. - - dC de 

meme dimeniion n ; car on a dans ce cas — ; — y-t- — — 

dy J dx 

. „ d» i * . . 

x — nZ & — — y H x — na, ce qui réduit 

dy dx 

l’équarion précédente à celle-ci na£ = na6 qui eft évi- 
demment identique. Je mets la même équation fous 


la forme y 


tfC ^ d* ^ ç 

dy dy dx dx 

—~hx ; 


O î 


& , en faifant — = m , je la change en celle-ci 

a 

dm dm ,, , . dm x dm 

y J-*— ; — =o,dou je tire— — = — 

J J - dx 


dy 


dy 


Mais dmxzz-^- dx-\ — ^-dy j donc = .] 

dx dy J dx 

ydx xdy~ __ ÇJL U f u it de -là que m 

doit être une fondion quelconque de — , ce qu’on 
exprime en écrivant m=f : (f) ; & que par con- 

<*//■' (ÿ) . V + T /: (i) 


féquent 


‘^(7) 


ou 


•+<j) 

Mm iv 


, ou 
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meme encore 


Du Calcul 


efl 


une différentielle exade. Or T Sc U étant deux fonc- 


dt 


lions l’une de t, l’autre de u , je puis faire— — - = 


dx du dy „ . 

1 ^ |» ■ — - ■ j j âurâi donc 

X U y 

T 


dt 


U 


“'■■(n-m 


„ ^ . qui fera auflî une 

différentielle exade. Donc M & N étant deux fonc- 
tions de t & u, pour que Md c-{-N du devienne une 
différentielle exade étant divifé pat MT -{-NU , il 

faut que ~ (/4- • °u. « 

P - ^ 

qui revient au même, que M— — F: ^ C— — — . 

une fondion quelconque de r, u; & les caradérif- 
tiques F, $ défignant deux fondions différentes de 

, * , , /~ d-t rdu 

la meme quantité J— 

On fuppofe /* fondion de x feul & de confiantes , 
& on demande quels doivent être a. & G pour que 
*dx-{-Cdy devienne une différentielle exade étant 

* • d 

multiplié par f*. On a dans ce cas & Péqua- 


\ 
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• a j • dm dC 6 <î/* _ 

non A devient — — = . On pourra 

dy dx dx r 

prendre pour C telle fon&ion de y , x & de conf- 
iantes qu’on voudra, pourvu que a —f — i — — 

fy-t-f: (x ). Si C=F: (x), a fera néceflâi- 

rement de cette forme yf:(x)-{-<f:(x); & on pourra 
rendre exacte la différentielle dy F: (x) -b-ydxfi 
(x) -\-d x<f:(x), en la multipliant par une fon&ion 
de x feul & de confiantes , ce que nous favions déjà. 

L’équat\onydy-+-Mydx-\-Ndx — 0, o ÙA/&N 
font des fondions de x feul & de confiantes , ne paroîc 
pas être beaucoup plus compliquée que l’équation li- 
néaire dont il vient d’être queflion ; cependant on 
ne connoît point encore de moyen de l’intégrer gé- 
néralement. Dans cet exemple, C=y, *=My-\~Ni 

d’où l’on tire ^ — - o & ~ — = M. Je fuppoferai 

premièrement /x de cette forme ; — } alors 

- C 7 -+-X)» 

du — n dp — nX‘ .. 

dy (y-t-X) m . * dx (y-i-X)" H "’ * 60 
faifant dX=X'dx. Je mets ces valeurs dans l’équa- 
tion A y & elle devient ( n — 1) My — nX'y ■ — MX-b 
nN = o, qui ne peut être identique à moins que 
(n — i)M — nX'=o ,nN — MX— o. Je tire de-là 

M= — —X’, N — — '—XX'i & j’ai l’équa- 

n — t n - — 1 

rion ydyH — y dX-b — - — XdX—o, que 

n — 1 n — 1 , 

je pourrai intégrer en la multipliant par '• 
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Mais cette équation qui eft homogène a aufïi pour 

fadeur == 


y x ~*- 


n - 1 


-jx+ 


-x» 


0"+*X) (y ■+■ 


-X) 


• ; en faifant ufage de ce fac- 


teur, on a à intégrer la différentielle 

y dy r 

, par rapport à y leul , la- 


O’+XKjf. 


n- i 


■X) 


quelle n’eft autre que — ~ ( — - - ---- — 

n 1 \jr-+-X 

~ ~_ 2 _ ^ ^ x ) » ainfi la propofée a pour intégrale 

y-t-X 

complette log. ; h F: (*)=*= O. 

^ j-rr. - ((«— O^-t-X )"— 1 

On différentiera le premier membre de cette équa-- 
tion en faifant varier y & x, & on aura 
dy+dX ( n — i ) dy-\-dX 


y-hX (n — i)((n — i)jM-X) 


• dF : (arj. 


,_i ( n — x) ydy+nydX-hXdX 

ou . -i— yLJ. — — \-dF:{x), 

n — i (7-«-X)(fn — i)^+X) 

. . (h— i ) y iy+itydX+XdX , 

qui, compare a 5—7 donne 

évidemment dF:(x)= :o, & pour l’intégrale de- 
( y-f-X)*" 1 * 

mandée ~~ — = c. De plus , fi /* « d x 4- 

(n — 1 J-+-X 

fxCdy=dS, /xF:(S) (page 290) eft l’expreflion 
générale de tous les fadeurs propres à rendre a d x -f- 
C dy une différentielle exade i clone ici cette expref- 


fo " 8^' OfX)( ( n— T^X) 


F; 
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( (y+X )— 1 \ . j 

( r- 1 qui comprend ■ 

\ ( n — o ; + X 1 




m 

Lorfque 


n= 2 , la transformation que nous avons faite pour 
parvenir à l’intégrale précédente ne peut point avoir 


lieu ; car dans ce cas on a à intégrer 


y d y 

(; + X)« 


dont l’intégrale eft log. ( y -+- X) — — ■ - -- ■ qu’il faut 

jyH-X 

égaler à une confiante arbitraire. Il y a encore le cas 

'N 

de n=i où l’équation identique donne — — = X, 


X'=o & X= conftantei c’eft-à-dire que fi l’on pro- 
pofoit l’équation y dy -\-Myix-\-aMdx—o , on 
pourroit la rendre intégrable en la divifant par y-\-a t 
& fon intégrale complette feroit y — a log.( y-ba)-H 
[Mdx— c. 

Secondement , foit de cette forme 


~y^_Xy+Xi} a '» X St Xi étant toujours des fonc- 
tions de x & de confiantes dont nous repréfenterons 
les différentielles par X' dx & X'idx. Noos aurons 


— n(iy-)-X) di i* 

ij (y*-\-Xy-t-X !)"•+• ’* dx 

21- ?^ J l ces valeurs dans 

(y * Xy -4- X i )" + * 

l’équation ^4»nous la changerons en celle ci ((a n — i) . 
M — nXV+((n — i ) . MX-+- 2 nN — nX'i )y-+- 
n NX — • MX l =50 , qui devant être identique . donne 
néceflàirement (an — i}.Mdx=ndX, (n — i). 
MXdx-\- 2 .nNix=niXi i nNX—MfXi. Qn tire 
, . m , niX 

de la prenuere & de la troifiéme Mdx = — , 


Du Calcul 


MXidx nXidX 


■; en fubftituant 


5 ;« 

nNdx— ~ — , 

X (m- i).X 

ces valeurs dans la fécondé , il vient d X i — 

xXxdX n— i 

— — = XdX, qui eft linéaire par 

rapport à X i , & qu’on rendra par conféquent in- 

% 

tégrable en la multipliant par Cela donne 

% 

Xi— j X’-f -cX 1 * ■ . Donc fi on a l’équation ydy-+- 

ydx-\ I ({X+cX^)dX= 0 , 

zn — i ' zn — i V ) 

on la rendra intégrable en ladivifant par ( y l -{~Xy-\* 
~X z -j- cX 2 — ~)\ 

Lorfque n=j, dX= o & X=b; les autres équa- 
tions deviennent b — Mdx-+-Ndx — \ dXi t 

\bN—MXi , & donnent Mdx=. — = 

b 

INdx „ „ zXxdXi 

— - — ; d ou il eft facile de tirer Ndx = — — , 

lAl 4X1 — 

b d X 1 

^^ X ~~4X~i b*~‘ Ainfi l’équation ydy- f- 

(by+zXx)dX t J . J . , lt , 

— — — 7 = 0, deviendra mtegrable étant 

4/ I — O 1 v 

divife par V (y+l y+Xl); or 

intégré par rapport \y feul donne J/ (y*-+-by-+-Xi) 

H- — log. -hy — ]/ (y* H- b y -+-X 1 )^ ; donc le 

premier membre de la propofée aura pour intégrale la 
quantité précédente plus une fondion de Xi feul , dont 
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» iy 

la différentielle eft — . Cette différentielle a 

4 * — 4X1 

pour intégrale log. (r-'O ; donc enfin l’in- 
tégrale complette de la propofée fera (y*-+-by- f-Xi) 

b 

H log. — — = confiante. 

Kt- X i ) 

Le cas ou n= I mérite aufii quelqu’attention ; alors 
l’équation à intégrer eft y d y -4- y d X-+- (c 
XdX= O. Cette équation eft homogène , & le calcul 
précédent fait voir que pour la rendre intégrable il faut 
la divifer par y*-+-Xy-j-( c-±- j)X*, ce qui s’accorde 
bien avec ce que nous lavions déjà. 

Nous fuppofêrons troifiémement p = 


1 

O 1 * ■+■ Xy 1 -t-X 1 y-h X 1 y 
— n(}y*-j-iXy-j-X i) 

(yi - 4 - Xy * -hXiy -hX*) a -*• 1 
— n(y'X'-j-yX'i-b-X'i) 
(yi -*-Xy i -\-Xty-hXi )* •+* 


d’où l’on tire — ; — = 

h 

d/* 

’ dx ~~ 


. Ces valeurs étant 


fubftituées dans l’équation A , elle devient ((3 n — 1) . 
M — nX’)jy } -f-((2n — 1) ,MX-\- ^nN — nX'i)y* 
4 -((n — i).MXi-\-2nNX — nX'2 )y-i-nNXi — 
MX2 = o, d’où l’on tire ($n — i).Mdx — 
ndX, (2it — 1) . MXdx -+- 3 nNdx =* ndX 1 , 
(n — 1). MXidx-\-2nNXdx—ndX2, nNXi — 
MX 2= o. La première & la derniere donnent 


J ndX . XxiX 

Mdx — , Ndx — — — — ; & itiet- 

3 n — 1 (3/1 — 1 ).A 1 

rant ces valeurs dans les deux autres , on a ( 2 n — 1 ) .] 
XiX — 1). XirfXx, 
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(p — i) . X>idX-i-2X2XdX:*=(3n-- i), 1 
X i d X 2 , équations au moyen defquelles il faudroit 
pouvoir trouver Xi & X2 en X, ce qui paroît •» 
être fort difficile généralement. 

Lorfque n= 1 , ces équations deviennent 2 XidXi 
=Xi XdX-h^X 2 dX, Xi dX 2 =XzXdX. Je 

tire de la fécondé Xi = — * , & différentiant 

ÜA 1 

en faifant dX 2 confiant, d X 1 —X dX-+- 

XidX 2 +XiXd 2 X , . , rLA . . , 

— , valeur qu» erant fublhtuee dans 

d X 1 

la première , la change en celle-ci : 

X 2 dX JX » -+- 1 X 1 X d X 1 -h 1 X 1 X* d * X 


dXi 

qu’on multipliera par 
X'dX'dX x 


= 3 dX 2 i 


dX 


pour avoir 


dXi 

iXiXdX>*-iXiX 2 dXd 2 X 


dont l’intégrale eft 


dX 2 1 

XtX'dX* 

dWi 


= 3dx, 

3 X ~h ci. En 


donnant à cette derniere équation la forme que voici: 
dXi XdX 

. — _ — =3= , on voit qu elle a pour 

\/Xi t/tîX-Hri) M ^ 

intégrale complette J/” X 2 — ( 4 — ÿ-) 

l /(3 X-f-ci)-+-c2. Mais Xi = -^— =* 

w aX z 

- — \(3X-+-ci) 4-c2|/(3X-t-ci); 

9 *7 / 

donc Xi &cX 2 étant tels que nous venons de les dé- 
finir, u on a 1 équatiQojray-+- — 1 — =0, 


( 
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i 


on la rendra intégrable en la divifant par v*a-XV 
Xiy->rX 2 . r J y 

» L’équation du fécond ordre que nous venons d’in- 
tégrer, étant divifée par X ]/ X 2 , devient - XdX 

xdXWXx , zXi‘XVXz làXx VXl 

, & don- 




dXt 


XÿXi 


< • iXdXy/Xi /> 

ne par 1 intégration = 3 /- 

o, j v ^dXz p dX 1 


dXx 


Xy/Xi 


& dX 
dX 


~ Tx^x* /" 


X*/X, 


Soit 


p CA. i . 1 , 

J ~XÏ x T mSSSUi ° n r * re ^ eS ^ eux ^ernieres équations 


dX 


du 


--y— & dX=\udu -, donc X=iu*H-ci ,• 


- C’ dXt , , 

& par confequent ={u'du+c 1 du. En in- 

tégrant on trouvera 2 ]/Xa = -îî~ -4- c 1 « -4- c 2 
. 4 

- v / «* , Cl U-+-CI \Ï 

* — l J > on trouvera de 

P i„ s xi=- 75f _= TU i/x 2 = ; u (— + 

-+-ci \ , dX 

j , Mdx— — - — = 1 u du, Nd jt = 

du\/Xi du (u* < ctu-f-ct \ 

1X1 ' 1 » \ 8 * I ) ’ 

Maintenant fi l’on fuppofe u — 2 x-\-2f pour que 
X = 3 x* -f. 6 /a: - h 3/2 H-c 1 , 

Xi = 3 (.*•+-/}{** + 3 fx* ,x-+- p 

nh' 


Cl U 


XidX 


• 3 /*.x 4 -/» 
ci -+-ci/ f 

4-— r 
*■— J 
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{ (*»-*- 3/** + 3/*. x+p 

+ CI "+■ c lf f 
ci r » 

+_j 

on verra aifément , après avoir fait 3/= a, 3 /*-+- 

C 1 

èiz=b, / 5 H-ci/H = c, que les calculs précé- 

dens nous apprennent que l’équation 

y dy 4- ( 3 X - 4 - a )yd x -h (*’ -f- a. x ' -+- i * -+- c ) d x = O , 

deviendra intégrable étant divifée par jy 5 —H ( 5 ar l -f- 
aax+b)y 1 -+-(3x-+-a)(x'-+-ax i -+-bx-+-c)y-\- 

( x )^. ax *-\-bx-+ -c} 1 . En fuppofant .r î -+-d:r J -+« 
bx~bc=(x •+•«)(* ‘^-C)(x-hn), de maniéré que 
g— -\-x , b = a k , C = <*£tt , le di- 

vifeur précédent deviendra [jH-(x 4-«) (•*•-}-£)] 

f^^r- 4 -C ■*‘“ 4 - ofc i)C-*’-+“ fc )][> ,_ +“C + y )]> & il 

ell clair que l’intégrale complette de notre équa- 
tion eft [y - 4 - (*-+-<*) (x -f- C) ]“~ e • [y-+- C* -+- G) 
( ^ K ; ]= - « . [j -4- ( a: a ) ( a: H- « ) ]— •= conftan te. 

Nous avons fait n=i, faifons maintenant n = j, 
& nous aurons dX — O ou X=ci; puis ces trois 

équations — M d x-\-N dx-==\ dX 1, 

— '-MXidx-b-^- Ndx = \dXï , NX 1 = 
J î 

3 AÎX2; d’où l’on tire , en éliminant Mdx & Ndx, 

Nous ne voyons pas comment on pourroit réfondre 
cette équation généralement ; mais en faifant c 1 = 0 , 
elle devient 0 X 2 d X 2 -f- 2 X' 1 d X 1 = o , & donne 
£ v » a i a* i — confiante , ou X 2 = 

* 1/C«-£X*0. 
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j/( fl _±X*i). On zaÆ Ndx=a{dXi t Atdx=a 

dXi x 1 

~TxT~ — dXl. Soit maintenant Xisaj*-, 

d’où l’on tire X 2 =1/(a— 4 *»), Ndx = dx . 
xdx 


Mdx = 


*/(<* — 4* J ) 

précédens que l’équation jydj 


> & il s’enfuivra des calculs 
xjdx 


\/(a — 4 jfJ 


, ^ \ " T" / 

“* — 0 étant propofée, on pourra rendre Ton pre- 
mier membre une différentielle exaéèe en le divifanc 
P ar V (f~\- 3 xy-+-y ( a — 4** ) ). 

Quatrièmement , foit = 


d’où l’on tire 


0 *-*-Xyi -hXi y* -t-Xij-ï-X} )* 

^•(v J + 3X/+ l X.; + Xt) - 

<7 “ 

JjL. 

dx 


(j*-4-Xyi -t-X i^’ 1 -+- X zjH-X 5 )» 
— "(X > J -+-X' IJ» * -f. X' zy -f-X' 3 ) 
■*7» 


O* +Xi; ! -f-Xij4-X 3 )»-+! ‘ 

Ces valeurs étant fubftituées dans l’équation il 

vient une transformée de laquelle on tire (471 1). 

Mdx = ndX, ( 372 — ï) . MXdar-h 4 nNdx^=i 

ndXi, (2 n — i)MXi dx-h^nNXdx = ndX2, 
(n — i).A/X2d.v4-2«iVXidjr = ndX3 , nNXz 
—MX y, ou, éliminant Mdx & Ndx, (471 — 1). 
X2dXi = ( 3 n— i ; . X2 XdX-h + Xi dX, 

(4«— l).X 2 dX 2 =(2 71 — i).Xi XadX-f, 
SX^XdX, (472 — i)X 2 dX^ = (n — i ). 
X J 2 dX-f- 2X1 X 3 dX. Nous ne nous occuperons 
que du* cas où 72=1; alors Mdx=- dX , Ndx = 
1 X * 

T Xï"^’ f ona ^ es trois équations 3 X2 dXl — 

2 X 2 XdX-h^X^dX; 3 X 2 dX 2 = XiX 2 dX+ 
3 XX$dXi ^X 2 dX^2XiX 3 dX. On éU- 

Nn 
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minera Xi des deux dernieres , & on aura 

zXiXrdXz — X'rdX, VJV . , . 

tz = 2 Xd A, qui étant m- 

X 2 1 

tégrée , donnera — — = X : + c i , ou X $ — 
X 

-t; . La fécondé de nos équations donne Xi = 

X*-f-c i ^ 

3 dXz 3 XX j ^dXz 3 XX» 
dX Xj. — < 2 X X* + ct * d ‘ ffe * 

d 2 X 1 

rentiant en faifant d X confiant , dXi — — 

dX 


iXdXz jX'XidX— iciXidX 

— h — ; on tire aufii 

X ; +ci (X 2 -+-c î )* 

de la première =jXdX-h 

4 1 , ^ . J r 

7 — ; on aura donc cette équation du fécond 

1 X*-+-ci n 

. <f s X * XdXt *X 2 X»<fX— liciXzdX 

ordre ~7x “xi+TT H WX--HC). 

— ^Xd X — O , que nous n’entreprendrons pas d’in- 

2 ^ 

tégrer généralement. Lorfque c i =o, X3 = — - — , 

À 1 

X 1 = '\^ Z — ; & l’équation précédente fe 

.... „ d z X 1 éXi Xr 

redu,t a celle-c. - W .+ ,• = , X, 

qui eft linéaire. Or je remarque qu’on fatisfait à 
d 1 X 1 dXz Xz c . r „ „ 

-dX * — ra+S -^T=°- en fallint Al = A ' 

x étant donné par l’équation du fécond degré x s — 
2 x-|-’- =0 , dont les deux racines font \ & \ ; on aura 

donc (n°. 49) Xi—^X'-ha X '-Hi'X'.&parcon- 


. d'-X t XdXx 

ordre — — ^ 

dX X 2 -f-ci 
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fèquen t Xi = ' X’4- 2 aX l '— 2 bX~ \Xi=(± *x_u 

= Ndx = ~- 

1 3X 

( “H a J Hr & -X »). C’eft pourquoi fi l’on fait 


— r ’> on aura l’équation y dy -\-yt* dt- p.— ^L 

ti 

(^i 8 -4-ar + -f-£)=o, dont on pourra rendre le pre- 
mier membre une différentielle exadeen le divifant par 

y+<y-+-(i< s 4-2<.i-— u<* 

|' t* / 

Nous ne ferons point d’autres tentatives relative- 
ment a 1 équation y dy -{-My dx-+- Ndx = 0 , & 
nous nous occuperons de celle-ci (y-\-N)dy 
My dx=0. Dans cet exemple C =_y — f— iV, ^ — My; 

dz ** 

& par conféquent on a — = #'( en faifant dN= 

XJ'J éa * 

A a*) & ~~dÿ~ ~~ fuppoferai premièrement que 

• w= 77 ^x j4 . Xi que par conféquent ~- = 
,). r -» (ijh-X)j«— « ^ 

(j* -f-X^-t-Xi ) 1 * 17 

O'X'-f-X'i )jp»—* 

(/ + X; + Xi)* * en mettant ces valeurs dans 
1 équation A , j’aurai la transformée 


( n 2 ) * ^y n * l -b(n — 1) . MXy n -b n M X î y n ~ 1 = o , 
- N'ï _ N'Xi ■ ’ 

4-X 4- JVX' 4- JVX'i 

rh X'i 

Nn ij 
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■* » 

de laquelle je tirerai les équations fuivantes , ( n — 2 } . 
Mdx—dN—dX, ( n — 1 ) . MXd x — XdN — 
NdX — dXi, nMXidx=s=XidN — NdXi. 

dN 

& par 


„ , . dXi 

Si n = o, on a d abord 


N 


conféquent Xi = aN ; puis ces deux équations 
2 Max -h dN — dX— o , MXix - 4 - XdN — N dX— 
adN=o ; d’où l’on tire, en ôtant la fécondé multipliée 
oar 2 de la première multipliée par X, — XdN— 

j »r * NiX 

XdX-¥’2NdX-h2adN—0, ou = 

XdX — , équation linéaire qu’on rendra intégrable 
1 « — X 

en la divifant par (2 a — X) 1 , & on aura 1 V==A 
a-+-b(2a — X)\ Mais 2 M d x =dX— dN — 
2 b(2a — X)iX\ ainfi l’équation (y -+- X-a- h 
b(2a — Xy)dy + b(2a — X)yd X = 0 étant 
propofée, on la rendra intégrable en la diviiant par 
y i + Xy'-*-(<i'(X— a)H-aè.(2a — X)')y. 

Si n — 2, alorti on a dNs=dX & N=a-+- X . 
puis les deux équations AtfXd* —XdX— { a-+-X)dX 

dX 1 , 2MXidx — XidX — (a -f- X)d X 1 , 

defquelles on tire en chaflant A 7 d*. 2aXiiX— 
aXdXl^X(XdXl-Xl dX) - 2 Xld A I . Je 
ferai X=uX 1; pour avoir XdX 1 — Aid A — 

Xn du, 2X1 dX — XdX i=2X 2 i du-huX 1 d X 1 , 

& la transformée 

Ji dXi=o, qui devient udu-h 
iadu audX 1 , & que je traus- 


X 1 ^ X 1 ! 

formerai , en faifant 
za?du udu 

au-t- & cu-+*t 


X 2 1 

_ - — : 7 , en celle - ci d { — • 


qui eft linéaire par rapport a 
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& que par conféquent je rendrai intégrable en la di- 
vifant par (uu-f- 2) 2 . J’aurai de cette maniéré $=r 
b(au-+- 1) 1 — au — i a a 

a 1 è(au-f-i) — au — i 

X=- — , N=a-hX= 

4 (au+ 1) 1 — au — i 
ab( a u 1 V — a 

-77 . A caufe de 2. MX 1 dxz= 

XidN — NdX 1, d’où je tire 2 Mdx= Xi d . , 

X t 

0 j N i(au-*-i)* — 1 „ x. . , N 

& de — — = , d ou e tire d . — — = 

Xi a Xi 

, , , -, • a 1 b(au-+-t)du 

2b(au.-\-2)dir, j aurai Mdx— - . 

' o(au-f-i )* — au — 1 

Il fuit de tout cela que l’équation ( b(au-h2)' (y~ha) 
— (a u-\- i)y — a) dy - 4 - a 1 b (a u 4- 2 ) y du—O étant 
propofée , on pourra la rendre intégrable en la mul- 
tipliant par-— — . 

( 4 .(au+ x) — au — 1 ) y 2 -y- a* uy -t~ a x 

Si on fait dans cette équation au -h 2 = 

— / * , ag •• . . 

, b= ~~—‘i on aura celle-ci (g* 1 “+-/•*■■+■ a) 

a /** 

ydy H-Cgx 1 — a) ady-\-agxydx = 0 , qu’on rendra 
intégrable en la multipliant par 

y ^ 

(gx*-i-fx-+-a)y* — a(ia-hfx)y-t-a> 

Xy* 

Soit en fécond lieu — — ,d’ou 

(i-+-Xiy-+-Xtj 1 )"> 

„ . df * nXy n — * 

1 on tirera — — = 

dy ( 1 -t-ATi^ -f-Xtj' 1 )■" 

mXy n (X i -+-» Xiy) du X'y'* 

( 1 ~\r X \y -+• X » y 1 y" H ' 1 * d-K (1 -t-Xrj-j-Xi^j'" 

. ^ n üj 
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mXj'(X'iy-hX'ty') 

ç ^ - j & en mettant ces va- 

( i -4- X 1 j-t-Xij'" ) m ■+■ 1 

leurs dans l’équation A , la transformée 

Oz-t- 1 ) . MX y n -t- ( n — m-h i) . M X X i y 1 -** 1 -4- 
— NX' — X' 

— XN' — NX'Xi 

— N’XXi 
H- mNXX'i 


(n — am+i). MXX 2 y n + l -\-m XX' 2j n+ J = o, 
— X'Xi — X'X 2 
— NX'X2 
— N'XX 2 
-4- m XX' i 
-+- mNXX'2 


qui devant être identique, donne d’abord 


mdX t 
Xr 


<1X 

"x" 


; & par conféquent X—aX m 2 . On égalera à 


Zéro les coefficiens des autres termes, après avoir fait 
pour plus de fimplicité MX— P & NX=*Q’, & 
on aura ces trois équations (n-hi).Pdx = dQ , 
(n — m-t- i ). PXi dx—dX-hXi dQ — mQdXi , 
(il — 2 rn -4- l).PX 2 dx=iXldX-t-X 2 dÇl — 
mXdXi — mQdX 2 . La première donne Pdx= 

— — ; on a auffi X=aX m 2 & dX=amX m ~ l 2dX 2 ; 

n -f- i 

c’eft pourquoi H l’on met ces valeurs dans les deux 

i d.O 

autres, il viendra QdX i = — \-aX m ~ l 2 d X 2 , 

n -+- 1 

QdX 2 = - XtdQ -haX”-' 2(XidX2 — 

fl -f" I 

X2dXl). 

Lorfque 11 —— 2 , la première des deux équations 
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précédentes s’intégre aifément , & elle donne alors 

_ £ aX :n 1 _ , , 

Q -q — - ; & mettant pour Q & d Q leurs 

&X 1 

valeurs dans la féconde , on a 


xrr sn — 

(XzdXi — XidXî)+bXi ( 4r X - 

\ A 1 ! 

xXidXi \ . aX 1 

— 1 = o , qu on voit n etre autre que — - 

Xi 1 / n 1 mX*i 


• 5 « 

on voit n etre autre que — - — 
n m X m i 


X**-+'i Xt , __ * Xi 

d — h aX”+' 2 d— \-bXid-— 

X* 1 Xi 1 

# . X im -+ l z Xt 

Je ferai pour Amplifier — — =p, — — 


= o. 


U 1W1Ü1 UUUl lilli UilLAt.1 — y , — — » 

1 X-l Al 

—r; d’où je tirerai Xi = ,X2 — — - — > 

X* t J qr q 1 r 

p = q — *> m r~ ~- m +I ; & l’équation précédente de- 


viendra ~^—dp+ —— dq-\-h dr = Q. Le pre- 
my'p qVr 

mier terme de celle-ci deviendra intégrable étant mul- 
tiplié par v/ / - p x , & le fécond étant multiplié par 

— q>*; mais on ne peut multiplier l’équation que 
v'p 

par un même fadeur , il eft donc néceffait e que 

— p* = XL- qt * « , ou que p( = q~< m r~ im * 1 ) 
y . vp • 


1 1 


H- “H I 


= 3 a+i r * l •, ce qui fuppofe que = — 4m » 

* — - = — 2in+i ;& par conféquent que 

A -J- I 

N n îv 
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— — , a -h i ; ainfi le fadeur en 

xm — i i m — i 

•4 m 1 f 

queftion fera q im ~' r™. Je donne à l’équation -L 

772 

4 m • i m 


p x dp-^-acf dp-^-bq in; -‘ r m d r = o la forme que 

yf />*+« \ - 4 ^ ^ m - 

voiciraai - *- _2 î-t-An *»»-* 

\ m.(A-f-i) M-+- 1 / * 

r n dr = o, qui devient, en faifant les fubftitutions 
néceiïàires , — ^ d ^ q xm ~ l . ( x — 4 r .4- 


4771 1 -t- im 


im-i r md r —o; & après l’avoir multipliée par 

4 >771 

q im ~ l .(I — 4r)’ , ce qui la change en celle-ci; 

. . 4>7n 4m 

«41/72 — 1) / v 

— ■ q im ~ l .fi— 40»^ (}*»•- .fi_ 4,)) 

4 77?’ 1 HJ + 4 > 771 

, ] ^ ITiT— î •(* — 4*“)* .r m dr — o, je remar- 

que que chacun de fes termes pourra s’intégrer fc- 
parément fi 4/77-4-2-4-40=0, d’où l’on tirera 0 = 

m — Alors notre équation deviendra — 

• 1 m 

f _±ÜL v T “ — 177 

4 r )) 4r)~~ ,n 

r m dr = c ; d’ou il fera facile de tirer q en r, & par 
conféquent A 1 & A2 en valeurs de la même quan- 
tité; de plus X—aX m 2, N= — — lL 

XX. mxxr 
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— M dx= — Pour en donner un exemple, nous 

ferons m = — & nous aurons aq.( i — 4r)-+- 

, r dr c — * tyr , v 

{ — — — c, ou q = ; donc X I = 

J y/ r a(« — 4r) 

a .(x— 4 r) _ a*.(i— 4 r)- _ 

(c — i b\/r).r ’ (c — ib\Zr) % .r * 

A r _ 

« — 4 r a.(i — 4 r) V 

(r — iby/fj.irv'r** il/r (r — ib\/r).ir\/r 

i— 4 r y* a a.(i — 4 r) 

,,, . — ic-t-j .Ci 2 -f-c l ). v'r— uirr-+-4.(i î -f-c 1 ).rv / r 

Aï U :r es . 

fl.(c — iby'r).(i — 4 r )*. \/r 

En mettant dans (y -h N) dy-{- Mydx—o pour 
N & Mdx les valeurs que nous venons de trouver, 
nous aurons une équation que nous pourrons rendre 

• . (t — iby'rj.y/r 

intégrable en la multipliant par — 

IX ( ih — y + \ 

• ' (c — rb\/r).T J (c — ib^ r) 1 .r / 

Nous avons vu que dans le cas de n= — a la 
première de nos deux équations de condition pou- 
voir être facilement intégrée; l’autre le fera dans le 
cas de n = 2m — i, car elle devient alors 

mQdXi — XzdQ XtdXi — XtdXt 

• y r - ~ CT , & elle 

, Q aXi b , 

a pour intégrale — - — = — — H , d ou I on 

m a 71 i Xi m 


tire Q = am X i X m ~' 2-\-bX m 2. Cette valeur de 
Q étant fubftituée dans la première, elle deviendra 
(a m — i).aX 2 XidXl — (m — i )aX 1 i dX 2 — 
a a X a i X 2 + a b X> a d X i — b X i X a d X a = o , 
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à laquelle on pourra donner la forme que voici: 



èXu 
~x 


I 


X*r 

xT 


==o. 


ou celle-ci, (2m — i). 



J 


on aura X2' 




2m — — 1 


& X 1 — ( — - — J 1 . ! /p, Par ces fubftitutions 

\ p — 4 / 

notre derniere équation deviendra a . ( 2 m — 1 ) . 


(P — 4 )' 


dq 


1 bdp 

Vp 



ou 


dq 1 bdp 

a .(2m — I). j — r ; 

(p— 4 ) m+î V? 

I ^ yyj 

quelle étant intégrée donnera aq l = 


= 0; la- 

c-h 


d P 

(p — 4 ) m '*‘ » . y^p 
Un autre cas bien facile à réfoudre eft celui où 
71= — 1 ; on a alors dQ=o & Q=c, X—aX m 2; 
en mettant ces valeurs dans les deux autres équations, 
on les change en celles-ci: 



— PXiix^aX"-' 2àX2— cdXi, 

— 2PX2dx=aXiX m — , 2 dX 2 — aX m 2 dX 1 — 
cdX 2 i 
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* 7 i 


d’où l’on tire , en chaflfant P dx , a X 1 1 X m ' 2 dX 2 — 
2aX m 2dX2 — aX m 2XidXi-+-2cX2dXi — 
cX idX 2 — O. Je ferai X l i=X2u, pour avoir 

2 X 2 dXl—XldX 2 =XlX 2 (— 

— X 1 X2 . Celapofé.fi on met 

^ v/“ _ 

ces valeurs dans l’équation précédente, elle deviendra 

— uX m 2 dX2' — 2aX m 2dX2 Jfmt- 1 2 du-h « 

1 » 1 

rX iduy'Xi 
Vu 

cXi^ny/Xi 
y/u. 


= O , OU 


1 “-*"4 . 

' 2d.—r, H 


- = o. On rendra cette équation inté- 
grable en la divifant par ( u — 4) m X2]/ X2, & 


l’intégrale fera 


aX m — T 1 


f 


d u 


t tm — 1 ).(u — 4 ) m — » 

: e. On aura donc X2 en 


( u — 4 y* Vu 
fonction de h ; & à caufe de Xi=]/'X2u, X= 

cdX 1 —aX m 1 idX i 


aX m 2,NX=c, MXdx= 

on aura aufG Xi , X , NX, M Xdx donnés en fonc- 
tion de la même quantité. 

Si on eut fuppofé >0=7, le premier terme de notre 

différentielle exacte eût été — —d. — ~ — ■,& 

» (u — 4) Ai 

. . a m— ♦ 

on auroit eu pour équation intégrale — 

/ du a . Xt c 

- s=e» ou — log.- — — • 

(u— -4). Vu * u -^-4 1 


Xi 
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v^ u ■+•%/* 

0g ‘ Vu — v / x ==e ' P U1S * en ^ ant c=ax; 

donner à l’équation précédente la forme que voici: 

1 X i , \/ U-f- 1 

lo S* „_ 4 x lQ g- ~, u t ~=log./i d’où je tire 

X 2 =f(u — 4)^— — ^ , ou , en faifant 

, v Vu — V'* y 

“= 4 ? 1 * X2 = 4 f(V-i)Ç~~-y, OU meme 
encore X 2 =g(i — ^) Ainfi Xi = 

*î(^r)V[s-c.-r-)],x=a(^) 4 

Vlg-(i~V)],NX=ax,MXdx (= 


a\dX i 


X ( 


adX 2 


Xi V /Xr) ==(à cauf ® de Xv —*\VX 2 & de 
rfXi \ 
iXi y 
dXz 


dX i é? 

“y— = — 4 

Xr ? 


adXi 
i jX 2 

MXdx 


; mats 


a\dXi 


l i Xi 

2 A(ff 


X: i — j 1 

adfC i -+- a 2 — iaj) 


- , donc 


« — î 


• Donc 


le fadeur qui doit rendre intégrable l’équation 

V l + t / ( («-+-A 2 

i—? 1 )] V nr,* 


✓[<( *— î x )3 


A 

ydy=o, fera ]/[g( i — ? 2 )] ; 
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SU 


X 

l/tgC 1 — ?*)]•+* 

gyHi— ? 2 )(-^r) ]• 

. —a(u — 4 ) 

Si m = — j , on aura l’équation — fxl H 

C r~^~ — f( OU a -~ — 4-2 c\/u = — 2 f‘, 

J V'u 


Xt 

d’où l’on tire X2 = - — r» On fera «=4?’, 

4 C y K-f- 4 j 

pour que X2— — j --» & ° n aura Xi =2j 

' .w - J V _ 

NX=c, MXdx = - 
ci f céXi 


céXi 

Xi 

adXz 


?* 

adXz 

XiXiy'X» 

. iJXi 
mais 


Xi 


^ iXt ijX 2 * 

donc MXix= — ^r 
(ic^-+-/)(î 1 — 1) * 

é?(c? a ->-/? + O ( f î* — K?— /_L Ainfi l’équation 
î(ic?-i-/) (î 1 — O 1 

3 e ? o,aura 

^(i <:?■+■/) (?* — O* ' 

pour fadeur propre à la rendre intégrable cette quan- 

me Kt* + a >î 

VirTfff ) + • 2 ^ i l , ' n ’“ dir4i 
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pas davantage fur les équations différentielles du pre- 
mier ordre , & je pallie à celles des ordres fupérieurs. 

77. Toutes celles du fécond ordre pourront être 
repréfentées par dp-t-pdx = 0 , p étant une fonc- 


dy 

tion de x , y & — — =p. Maintenant (i A fonction 
dx 

de x , y > p eft le fadeur propre à rendre cette équa- 
tion intégrable , on aura , en mettant A pour n & 
fj.A pour m dans les équations a & b du n°. 3 3 , ces 


deux-ci (A). . , 
i 2 A 

— 2 


dp 


dp 

dp 


dA 

dy 

dA 

dp 


d x A 


( B ).. 

-d x A 


d x A 


dx 1 
d x A 


f-2 p 


dxdp 

dA 


— H- P 

d,u. 


— A 

d x A 
dxdy 
dp dA 


dxdp 
d x p 
dp 2 

+ P 1 


-+-p- 


à 2 A 


dydp 


dydp 


dy 


( 


dx 


+ ‘P 




du. 

d J 


dp dx 


— O, 

d 2 A 
dy 2 

(a*—/» 

d 2 p 


dp 

dp 


> 


dxdp 


r dydp 

Voici une maniéré fort fimple de parvenir aux 
mêmes équations de condition. On a les deux équa- 
tions dp-t-pd-A r=o & dy — pdx = o, qu’on ajou- 
tera enfemble , après avoir multiplié la première par 
A, & l’autre par A' , A & A' étant des fondions de 
x,y, p, ce qui donnera Adp-j-(A y. — Ap)dx-+- 
Ady — o. On fuppofera enfuite que le premier mem- 
bre de celle-ci eft une différentielle exade, & il en 

dA 

téfultera les trois équations de condition — — =5 
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dp 


-+-/*• 


dA 


dA’ 


A' àA — 


dj 


/ nr 

dA' 

dp ’ 


dp r dp 

» d dj4 d^4 •*•<* — * 

^ — ; h /* — p — ; — = — ; — . Un mettra dans 

dy dy dy dx , 

dA' dA 

la première pour — ; — la valeur 


dA' 


dy 


A = A 


du 


, & on aura 
. Cette va- 


dp 

dA dA dA 

dp t* dp P dy dx 

leur de A’ étant fubftituée dans la première ou dans 
la fécondé , il en réfultera l’équation A ; li on mec 
cette même valeur dans la troifiéme , il en réfultera 
l’équation B; ainfi de toutes les maniérés le problème 
fe réduit à trouver pour A une valeur qui fatisfafie 
en même-tem« aux équations A & B. 

Suppofons que A ne doive pas renfermer p , & que 


d 2 y 


, i y l ' y r d y 
+ « ■ . , -4- £ 


+- « *= o , 


b Propofie foi. ^ - Jx 

ou a, C & a ne renferment aufli que x&cy fans p. A caufê 

l t jtt 

deju = «ep 1 -+-Cp-|-K, d’où l’on tire — — — i ap~\-G, 

d'-fi dA 

= 2 », & de — — = 0; les équations A Si B 

dp x dp 


deviendront 
dA 


dA 

dy 


■uA= o , 

dv 


d l A 
dx 1 


G 
d*A 


dA 


dx 


+ 


dA / dC dv \ / d 2 A dA 

*~y \~dï dj J A+& P\ dx ~dy a ~d7 

da. \ / d x A dA d* /Ê \ 

77 A ) pl -7y—d7 A )=°> 


dy 

dont la fécondé fe réduit à (c). 
d l A 


dx 1 


dA dA s de jhjs 

dx + dy v dx dy ) A ' 


*0, 
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à A 


d»A 


à caufe de — aA = o, qui donne 

dy ^ dxiy 

dA d* d*A dA à* 

« — — A — O, — — et— — -^= 0 . 

dx dx dy 1 dy dy 


On tire de l’équation 


dA 

dy 


*A = o ( n°. 5-4), 


dA 


A=ef* i y F:(x), 8c par conféquent = ef*iy .i 

dy 

* F:(X) - ■£ = '''» (F,(x)+f±.i,.F:(x)), 

(/zr i y) F:(x >~ l -f-^r i y- F -<.*))-’ en 

fubftituant ces valeurs dans l’équation c , elle devient 
(O (2 f±- dy — F' : (x ) 

+ ( Fi^- iy+ (. c /?f d y + 

dC dv\ 

«b » — ^ — - — ) F: (*•):= o. On fera en forte 

dx dy J 

que dans cette équation les y difparoiHent , ce qui 
donnera plufieurs équations qui devront fe réduire à 
une feule, puifqu’il n’y a qu’une feule indéterminée; 
autrement il ne fera pas vrai que la propofée puiflè 
devenir intégrable, étant multipliée par un fadeur 
fonction de ar Sc y feulement. Si dans l’équation c ' les 
coefficiens de F':(x), F:(x) font des fondions dé- 
terminées de x feul , on aura à réfoudre une équa- 
tion linéaire de cette forme F '[ X ' > ■ -j-Xi 

— ~^-4-X2F:(ar;=a o, qu’on réduira aifément 

par 
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par la méthode du n°. 4 p, à une équation différen- 
tielle du premier ordre. C’eft à peu près ainfi que 
M. Bézout a réfolu ce cas particulier dans le qua- 
trième volume de Ton Cours de Mathématiques à l’ufa- 
ge de la Marine. Ayant mis d’une autre maniéré le 
Problème général en équation , j’ai été conduit à 
une folution de ce même cas particulier , qui , je 
crois , mérite attention , & dont je parlerai lorfque 
j’aurai éclairci ce que je viens de dire, par des exemples. 


— 

L’équation du fécond ordre -~~ 


1 iy J 


*-Mjy iy 


jdx 1 

. — = o étant propofée , on de~ 

x y ax x 

mande fi elle efl: fufceptible de devenir intégrable 
par la multiplication d’un fadeur fonction de ,x &c y 

feulement. On a dans cet exemple « = — , C =a 


. t b sst — — — , & C’eft: pourquoi 

xj x x • 

l’équation c devient F":(x ) - H F' : (a:) -4- 

xj 

(— h ~~ -) F:(x) — 0 , ou y (x 1 F" 1 ( x) — 

3 xF' 5 F:(x)) — 2.xF':(x)-i- 6F:(x) — o ; 

& comme 7 doit difparoître de cette équation , on 
en tir e x F :(x) — 3 F:(x), x 2 f":(x) — 3 xf' :(*•;-+* 
3 F:(x) = 0 . La première donne F:(x) = x i I 
F':(x) — ^x , ,F"(x) — 6 xi ces valeurs étant fubfti- 
tuées dans la fécondé y fatisfont ; il eft donc poflîble de 
rendre la propofée intégrable en la multipliant par 
une fonction de xSc y feulement; &, à caule de A=x 

dt y 

cf* d y F :(x), ce fadeur efi jr’jy*. Ainfi — H 

O o 
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(2x i y^ + (2x'y+sx'y>)^+'2xy'yd x 

eft la différentielle exade d’une fondion du premier 
ordre ; & pour diftinguer les trois termes de cette 
différentielle exade (n°. 33), nous mettrons pour 

dy * 

n Scm leurs valeurs x'y 1 & 2 x'y {-(zx'y-b 

^ x* Y i ) _jL 4- 2 -rjy 1 dans l’expreflion générale de 


dv 1 


dy 


t, & nous aurons -r = 2 x'y ^ ^ 2 x J dx ‘ 

Donc ayant e'crit cette différentielle exade comme 

^2x'y^ dy •+• 


dy / , dy 

il fuit : x'y * ^+^2 x'y 


dx 


^ ^ ^. 5 J^L^- 2 A'jy 2 ^ » n0US j nt< 2S rer0nS ^* 0n P rC ' 


mier terme en regardant feul comme variable , 

« dy t e 

& nous aurons pour 1 intégrale totale x'y' l-o» 

S étant une fondion de * , y & de confiantes ; en 
différcntiant & comparant, nous trouverons do — 

zx'ydy-+-2xy'dx, S = x y y'-\-c, & x^y 1 ■+■ 

a .îji_4_c=o pour l’intégrale première complette de 
l’équation différentielle du fécond ordre propofce. 

Je prendrai pour fécond exemple l’équation li- 
néaire -\-M — !—-\-Ny = o iici «=o, C=M, 

dx 1 dx w 

u=Ny, ef* d y= 1 5 & l’équation c devient F :(x) — 

F:{x)=o,à laquelle il eft 
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queftion de fatisfaire. En comparant cette derniere 
équation à l’équation générale , on trouve « = o , 

£=- — M , a — (N - — J Fi(je’), & que défini^ 

tivement tout fe réduit à fatisfaire à J" Mf' : 
(x) -h Nf: ( x) — o; c’eft-à-dire que pour intégrer 
• . , d y dy 

1 équation linéaire — - — P- M — ~ N y = o , il 

dx 1 dx 

fuffit de trouver une valeur de y qui fatisfaffe à cette 
équation , propofition que nous avons démontrée 
■°- 4 ?‘ 

Maintenant je fuppofe que le fadeur foit donné, 
qu’il foit de cette forme Xp-hX iy, X & Xi dé- 
ngnant toujours des fondions de x feul & de conf- 
iantes ; & je demande les conditions entre M & N 

pour que l’équation linéaire MJy -î-Nydx — o 

devienne intégrable étant multipliée par ce fadeur. 
On a fx — Mp-t-Ny, A=Xp-\-X iy; en mettant 
ces valeurs dans les équations A & B , elles devien- 


nent 2X1 — 2 MX-+- -^- = 0 , T' 
. MdX+XdM \ X ,d‘-X\ 


dx 

NdX+XdN 


-)?+(' 


d'X 
MdX 


idX 1 

dx 

■ X’dM 


dx 

fe réduit à ^ 


dx 1 , dx 

-\-2 NXi^y~ 0 , dont la fécondé 

MdX’-bXidM NdX-hXdN 

dx 1 dx dx 

2 NX 1 = 0, à caufe que le coefficient de p n’eft 
autre chofe que la différentielle de la première. Je 

Xi dX 

X + Tx 77 \ ]e 
donne enfuite à la fécondé la forme que voici : 
. mr NdX 1 NX dx d*X 1 

d N H = 


rire de la première M = — — - -f- 


Xi: 


X 


• X 
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d.MXt 


■ ; & en l’intégrant , après l’avoir multipliée 



P j X ! 


n r x- dx 

par Xe J x , je trouve iVJfe - 1 a 

■ 2 /‘ £ Ît 1 i.MXi) = *■+. 

• X\i» 


a ^ e ' - \ dx 

—2fJL'±a/'dXi \ r — 2f£iL 

e A ' C— MXiJ+ft J X 

zXidXx tMX*idx \ _ 

x )‘ mettant P our ™ 


( 


X 


fa valeur dans le dernier terme de cette équation , 

. — 2 T Aldx f iXtdXi iX*idx 

j! devient Je J 


(■ 




X 1 


î^î) = -»/*¥=. ^l;donc 

-^,&parcon- 


X* ✓ w ‘ X 

P J X ( 

V if 


XtrfX 


* zXdx 

■vu* dXi XtdX 


a ^ T ^ * 

féquent N= — e J a ~-t- ^-r— ^ . 

* X Xdx zX 7 dx 

Ainfi ayant à intégrer l’équation —— -f- 

adx 2 fZl±l , dXt XtdX 
J x -f- 


dX N , / adx : 

TxTJ*^- (~ e 


dy 

y == o , on la multipliera par X -j— -j-X i^, & 

. , Xdy 7 Xiydy 

intégrant on aura — - — 1 * 

° zdx* 

, 2 rxu*_ x*i 

\y 7 f a e J x 


KtdX\ 

Tx 7 ") 


en 


dx 

= confiante. 

2 f Xld * 

Si je fais e J x s= , pour avoir 


+ 


iXirf* 
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dXd y 


i* g __ Xd 2 Y 

■ , & Xi= — >dXi= \ 

•‘F zYdx z 'Vax zYdx 

Xi** • ... d'y 

; notre équation deviendra — 1- 


zY 2 dx 
d'V 


dx 


( .. + -JU\ dy+ (dïLL + -l 

Kzvdx ^ zXdx) 7 ^\ X ^ 4 

dY 2 


dXd* 


YXdi 


~—)y= 

.vix J J 


zY 2 dx 


o , que je pourrai 
àj 


rendre intégrable en la multipliant par X -j— -+• 

XydY Xdy 

-, & dont l intégrale fera 


dx 
XydYdy 


lYdx 


ix> 


4- - y 1 ( a<Y-\ ^ = confiante. Je 

2J \ + Y z dx 2 / 


que encore qu’en faifant 


d 'Y 


dX 

~X 


zYdx 2 

remar- 

t dr- 


j’aurai Xy = s- 1 , X- 


\ & que ces fubflitu- 


dons changent la derniere équation en celle-ci -h 
iydr ( aY 2 dx _ dYdr 5 i/si '* 


cdx 

d'-Y 


-+* 


^ aY 2 à 


z Y<rdx 


4 'Y 2 dx 

d-'Y \ . . r - dy 

— — - — U = o»qui étant multipliée par — — 


f 2 y d' Y .. . ” 2 dy 2 

— . & enfuite intégrée donne 7— 4 - 

zY z dx 0 zYdx 2 

-y 1 ( a Y 4 — — -j — ^ = confiante, ou 
zY z dx 2 \ 4 *>dx* ) 

.1 — ( Jl. — V > ) 4- —^7’= confiante. 

zY \ dx z'Ydx / z 

Si dans' cette derniere équation je fais la confiante 
arbitraire = o , j’aurai pour intégrale particulière de 

Oo iij 



a '?* y 1 
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dy __ yrf'î' 
ti x 


à y 


y 


à* 

1 f 


Z H'dx 
■Ydx \/ — a 


-, OU 


)’ 


, équation du premier 

j 'YixV-a 


\/ Y 


ordre qui étant intégrée donnera j= 

Cette valeur de y fatisfait à l’équation différentielle 
du fécond ordre dont il efl queftion ; cette autre valeur 

C'ïixY-ci 

y = e J ' lui fatisfait aufli : ainfi 

■'y/'* ■> 

f YixV-t 

(n°.49)j y = ~^)bJ ' -+- 

C'Y i xV~ a \ * 

c e* " y en fera l’intégrale finie complette. 

Soit <r — r)', ■* ■ = x *’ ( k -+■ x / ; on aura 


dr 
<rdx 
d 1 Y 
- Ydx 1 


h 

x 


d ¥ 


dY z 


Y 1 dx i 


l’équation du fécond ordre 


-f- ^2ax 1( * ' — h \k-+-x) 2 <*— ‘M- 


h' ï 

•Ydx x k-t-x 

Jd_ ? 

x 1 (it-f-X) 1 * 

A.(£-l-x)-4-ix 
x{k-+-x) 
h‘( 1 h — h' — 1 ) 


d l y 


dx 


zx 


dy 

+ 


hi'+h'i — h'i’ 


+ 


i'(zi — i' — 2. ) \ ydx 


\ y dx y 

J =0, qu on 


x(k-i-x) ' z(k-Y-x) 

rendra intégrable en la multipliant par 

.. .. . / dy h' (k-i-x)-t-i' x \ 

* -*(i-hx) 2, -‘ h -r— - — J'}* 

\ ÜX 1 x( fc-f-x) / 

Je remarquerai quelques cas particuliers ; i”. celui 
ou /{= h! •+• i , i = î , 8 c où l’cquation devient 
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d'y 


+ 






dx 
(h'-hi)i' 


x(k-hx) 
ï(ï — O \ ydx 


+ 


. L\ ^ ——O, qu’on rendra 

x^fc-i-x.) i^-t-x)* / i 

intégrable en la multipliant par x h * r - ( k -+- x )** 


( 


éx 


A'(*4-x)4-i'x 


Je ferai dans ce cas 


1* (/t-f-X ) 

particulier i'=2 & u = — \K* t & j’aurai l’cquation 

£j_ 

d x 


(h'-j-i)k- h(k'-hj)x , (h' -*-'i)ydx 

x( k-fx) ^ x(k-+-x) 


O, 


que je pourrai rendre intégrable en la multipliant 

dy _ h 1 (k-\-x)-+- ix 


par x h ’ +*(k-bxy 




zx(h-hx) 

2°. Le Cas particulier où k=h' , i=i- h i , & où 
d*y /i'(i+x) + (i , + i)x 


Féquation devient ^ 
h' {h' 


X(t4-ïJ 


<7 


0 


i ) th' (i' -+- t j 

--h 


-4<l V 

/ 


x l ' x(k+x) (*-+-*) 

o, qu’on rendra intégrable en la multipliant 
dy m h'(k-hx) 


y dx 

4 

ferai dans ce cas particulier h' =2 & a=» 

, . d*y ik-h(i'+$)x 

& j aurai 1 équation —7- 1 , , — — dy *+• 


-jy).Je 


éx x(k-4-x) 

O , que je pourrai rendre intégrable 

x(*-+-x) 

‘ dy 


(i 1 i )ydx 


( dy 

— ■+■ 

»(| + *)+i * \ j° t j^ e cas particulier où /; = 

O o iv 


ix(k-+-x) 
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h! ■+■ 7 , i = , & où l’équtfîion devient 

( 1 h' -f- 1 ) ( le -+- x ) - 4 - ( ï i' -+- 1 ) AT 


dx 


h'(h-i) 


ix(k-+-x) 

x h'i'-+-h'+i'-h*a 


■f 4 


i'(* # — O 


dy - h ( 

) \ yix * 

-J — = 0 .qu. 


x(k-ï-x) (k-hxy J 4 

rendra intégrable en la multipliant par x h '*'(k-\-x) 
dy h'(k+x)-hï x \ 

y y 


qu on 

,«V.f 


( 


+ 


dx !*(£-*-*•) 

Soit encore r=x h (k'-i-x*y, 

d<r h via t d't h' 

on aura • 


rdx 


k 1 -+-x 1 


a l 'p 
'l'dx* 


é** A* 


'i , 2 dx 1. 


x - 


T-r^-, & l’équation du fécond ordre 


(i 1 -*-* 1 ) 

h^k'+x 1 )-4-i ix * 
x{k 1 -hx t ) 
zh'i-t-ti' ( A-f-A'-f- i ) 


dy~k~ ( 


-b* + ? 1 
d 2 y 
dx 


h'(ih~h'—i) 


k 1 -bx l 


i i' ( i i — i' — i ) x 1 
1 TTZ : TTT «+ 


2 ax 2 ^'—*) (k 1 -hx 1 ) l ' i '~ i) ^-^-= ’ 


(k*-hx* ) 1 

O, qu'on ren 

dra intégrable en la mnltipliant par x lh ~ h '(k 1 -+-x‘) li ~ i 

f dy k'(k*-k-x*)-t-ii'x* \ „ 

1— h- t, y 1, Je laille a exa-> 

V dx x(k*-t-x*) 

miner fi dans cet exemple , comme dans le précédent, 
il y a quelques cas particuliers quf méritent d’être 
remarqués ; je ne m’arrêterai pas non plus à chercher 
d’autres cas d’intégrabilité de l’équation linéaire du 
fécond ordre , en prenant pour faéleur des fonctions 
d’une forme plus* générale ; & je terminerai cet at- 


i 
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tide par réfoudre le Problème fuivant , qui achèvera 
de nous rendre familier l’ufage des équations A & B. 

(jj î y ^ yî 

Intégrer l’équation du fécond ordre — H r— 

dx ydx 


C X d X 

H — — ■ — ==o. On verra aifément qu’ici le fadeur ne 

peut point être une fondion de x & y feulement ; 
nous le fuppoferons de cette forme Np-{-P, 

M, N & P étant des fondions de x f y, & de confiantes. 
Cela pofé , en faifant dans l’équation A les fubftitutions 
convenables , 'on la changera en celle-ci: 

dP dN dM 


.p*— OJ. 


y y 

, dN dM 

-4- U 2 

dx dx 

i a Mx 


& comme M , N, P ne doivent pas renfermer p par 

fhypothèfe , on en tirera 

dM iM dN 6N - dM . 

*3 — = 0, 3 — h2 — = 0, 

dy y dy y dx 

dP zP dN zaMx 

2 1 —O, équations aux 

dy y dx y * 

différences partielles qui étant intégrées par la méthode 

du n°. , donneront M —y* F: ( x ), N=y 1 f : (x) — 

F':(x ). P^yQ:(x) — ^f':(x)+^F'':(x)-+- 

axy* F:(x); & par conféquent A—y'p*F:(x)-\~ 
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— — F":(x) + axy*F:(x). Telle eft la forme la 


*4 


plus générale que l’équation A permette de donner 
au fadeur d’après notre fuppofïtion ; mais cette va- 
leur «du fadeur doit aufli fatisfaire à l’équation B, 
ce qui en limitera la généralité. Ayant fait les fufcrfi 
titutions néceffaires dans cette équation , il en vien- 
dra une dans laquelle y & p devront difparoître, & 
il fuffira pour cela de faire F :(x) = o , f: (x)=o, 
4:(x) = o. C.’eft pourquoi fi l’on fait a= i la conf- 
iante qui efi la valeur de F:(x) , on aura A=y i p 1 + 

axy*, & cette différentielle exade ^y J — \-axy^ 

taxydy 1 . . 

-\-a 1 x*dx dont on 


d 1 y dy 4 

-4- y» — 1 

dx J dxl 


dx 


pourra repréfenter l’intégrale par \y* 


dy) 

dxi 


axy 1 -—^- -\-S, S étant une fondion dey, x & de 
confiantes. En différentiant & comparant , on trou- 
vera dS = — ay i dy-\-a 1 x 1 dx & S= — ■ ~\~ 


a-’xi 


H- c ; ainfi l’intégrale première completre de 

. dy) 


dx J 


notre équation du fécond ordre fera y 5 
dy 

3 a xy 1 — ay* -{- a* x* -+* 3 c = O. 

Je remarquerai en pafiant que fi l’on donne à cette 

équation du fécond ordre, qui n’eft autre que yd. 

y dy . . dy 

— : ax dx=o, la forme que voici d — H 

dx du 


adufy du=o , en faifant 


dx 


■■du; Ik qu’enfuite 
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on la différent^ , en prenant d u confiant, on aura cette 

équation linéaire du troifiéme ordre — h ay=o. 


qui n’efi qu’un cas très-particulier de celle que nous 
avons intégrés page 2 19. Au refie cette équa- 
tion n’efi pas la feule qui puifTe s’intégrer de cette 
maniéré; celle-ci 2y'd 2 y-A-y 2 dy , ==(a-+-bx-hcx , )dx* 
efl dans le même cas. En effet, fi l’on fuppofe dx= 
y du , & que l’on faflé du confiant , cette équation de- 
viendra 2yd*y — dy 2 = (a-+-bfydu-+-c(Jyduy)du , i 
& , en la differentiant deux fois pour faire difparoître 
les deux lignes d’intégration , on aura l’équation li- 
néaire du quatrième ordre d*y = cydu *. 


78. Je reprens l’équation générale du fécond ordre 
dp-{- /xdx— o, à laquelle je puis donner la forme 
fuivante d 2 y-\-etdy 2 -\-Cdydx-\-iidx 2 =o, «, £, &: 
e étant des fonctions connues de x ,y, p. Cela pofé, 
A 8c K étant des fondions inconnues des mêmes va- 
riables , je fuppofe A d 2 y -+-A*dy 1 + A£dydx-\~ 


dA 


Atsdx t = d(Ady-l-AKdx)—Ad 1 y -+-— — d y 2 -H 


dy 


(£+ K TT +A %-) dxdy+ (. K 


dA 

dx 


A dK\ , dA . , f„iA A dK \ 

A —) dx ' + — i ? il ’ + (. K l!f + A -77) 

dxdp\ & pour pouvoir comparer terme à terme les 
deux membres de cette transformée , je mets dans 
le premier, au lieu de Ad* y & de A a. à y z -+- 
ACdy dx-+-Aadxi, ce qui fuit (1 — Np — P) Ad*y 
•+• ANdy dp - 4 - AP dx dp & (*-\-Q)Ady 2 ~+- 

— Qp — — "^Adxdy R) Ad x* 1 elle 
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devient par-là (i — Np — P) A d’y Q)z 4 dyM- 

— * Qp ^ A d x dy ”1" ( « R ) A d x* *4* 

ANdydp-\-APdxdp = Ad’y -+• dy 1 -H ^ ■ A — 4. 


v dA dK \ . . f dA . dK \ . 

* 7 7^17) xJy + ( K ’d7 +A 'îTJ‘ lx ’ 

+ l±i y dp+(Kl±+A^y*dp; il tfeft 

pas néceflfaire de dire que N, P , Q, R font auflî 
des fondions inconnues de x,y ,p. Maintenant, notre 
transformée étant ainfi préparée, j’y puis faire 
( 1 — Np — P)A=A, 


( *■+■ Q) A = 


dA 

dy 


( fi r\ ^ \ a dA 

£— Qp ——J A=— — t-K 


dx 

( h -4 -R)A=:K-^ + A ^ 


A dK 

, — ~ , 

dy dy 


dx 


dx 


NA == 4 “* 

dp 

P A— K dA 


dp 

d’où l’on tire, 
dA 


dy 


:A=(a 1) . 


dA „ 

dK 

dy 


r£-, 

dp 

• “H-Q» 

.c 


Qp K ( « H- Q ) — 
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■ R-lü 

dx 

__ 


dA A , 

77 : ^ — ( a 3h • •“ 

<M . , dK 

~~d~p‘ " ^ ^ ^ ^ * 


<m 


on remarquera auïïî que les déux valeurs de : 

dx 

A donnent l’équation (Al) («H-Q)# 1 — 

( , ~ R \„ n „ dK dK 

V p J à y dx^ 

Nous nous occuperons d’abord du cas particulier 
où <*, C , a ne renfermant que x 8>c y , le faéteur A 
n’eft lui-mcme fondion que de ces deux variables; 

alors on aura Q , P , R nuis , & à caufe de : A 

dp 

dK ^ dK 

— — — : — : (K-fr-p), on aura auili — - — = 0 , c ett- 

dp dp 

à-dire que JC ne fera fondion que de x & y. Les 

' d A ' 

équations précédentes deviendront :A = a, 

ày 

AK 


dA 

dx 


: A = £ — a- K • 


dK 

dy 


dA 

dx 


A— 

dA 


dx 


& en égalant les deux valeurs de — - — :A, on aura 

dx 

/ x „ dK dK 

(&) ..... . — CK -J- «K 1 ^- K — - ■ — = o. 

dy dx 

d(c~ a K—^-) 

Il eft clair que — - — = — =* 

dx dy 

dK 


K 


ày 


-, & que ces deux équations donnent 



* 
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d*K 

dl 

d* 

.iLjc- 

dK 

dy 1 

dy 

dx 

dy 

CL-- — ■ , 




iK 



d v 

K d ‘ 

V — 

d X 

dK 

dxdy 

~~dJ~ 

dx 

K 

dy 


on voit auffi que la différentielle du fécond membre 
de la première de ces deux-ci , prife en ne faifanc 
varier que *•, & divifée par dx, doit être égale à 
la différentielle du fécond membre de l’autre, prife 
en ne faifant varier que y , & divife'e par dy. On 
trouve par- là cette équation 


( 


d 1 C 
dxdy 


~ 77 2 


f v . tr àK ^ à* K 


dv 


oy 


dy ' dxdy 

«*_(.«)(« 

dy >• dx * \ dy 


dy * / dy dx 

.(„_ 11 )kÏ 2 L + 

v dx ) dy 1 


) = 


O, 


d*K o i*K , , 

qui, en mettant pour & leurs valeurs, 

r dy * dxdy 

o C T 1 . rf*C £?’ a (fw 

« fanant pour abréger * — - — ■ 

r 6 éxéy éx‘ dy 

d* à** ' x ■ . 

— =a, deviendra (C) i 

dy dy 1 


aK-+- 
K •+- 


« — K* 

dx 


( 


éx 


( rfC rfa \ 

éy éx / 


rfC \ <?K 

=0. Cela pofé , 


£?« éiC 
éx dy 

en écri- 


vant b pour 


\ dy dx ) 


dt 

7 r 


il fera facile 


d» 


♦ 


# 
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. . a , , . . - dK ' dK 

dy dx 

K — (C — b) K ; & par conféquent —— : A= a , 

» dj 

—— : A — S — Ainfi —^-=ctdy- J-(C — b)dx, 

& A = £ -&> d*) ; quant à K , il eft donné par 

l’équation dK-±-K(*dy-\-(Ç — b)dx)—bdy-^-adx, 
d’où l’on tire évidemment -q-> 

fef i ‘ Li y+( i ~ b î dx) (b dy-+-vdx). Donc la propofée a 
pour intégrale première complette dyef iad y t ’ iC ~ b)dx) 
-±-dx (c-\-feI{‘ ti y+ { - i ~ b)ix) (b dy -\-n dx)) = O. 
Cette expreffion feroit abfurde , fi a.dy-{-( S — b)dx 
& ef {ai > + i i - b)dx) (bdy-+-*dx) n’étoient des diffé- 
rentielles exades. Les équations de condition que 
cela donnera feront donc aufli celles qui devront 
avoir lieu pour que la propofée puiffe devenir inté- 
grable étant multipliée par une fonction de jf&y feu- 
lement : voici ces équations de condition 

dx <fC db 

— h —, — —O, («T) ; 

dx dy dy 

db , „ , dv 

— - h b(€ — b) «8=0. 

dx dy 

Si nous prenons pour exemple l’équation d 2 y-\+ 


— dy'-Ar 

y 


— dy dx-\- —y dx 1 = O , ou « = 

/> ^ 

x 6 ^ x 

* K x 1 ’ a X*y* ’ xy 1 


y ' ^ xy ' K x* ' a X'y x * xy 

nous verrons aifément que *dy -4- ( C — -b) dx — 

-IjZ- — Lliî- eft une différentielle exade dont l’in- 
y x f 

tégrale eft log. x'y 1 ,& que ef^" d y* , ‘ t ‘~ b)dx Hbdy-{“ 
vdx) = 2x*ydy -4-2xy*dx eft auifi une différen- 
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tielle exa&e qui a pour intégrale x 1 y *. Ainfi la pro* 
pofée a pour intégrale première complette x’ y 1 dy -+• 
x 1 y 1 d ar-1- cd x =0. 

( d : d« \ 

77 dx ) 


a -H c 


On a b: 


de da 
} or 7J- 2 77 


d C d « 

dy dx 

peut être nul de deux maniérés, ou parce que £ ne 
renferme point d’y , & * point d’* , ou parce que 

— - =. 2 — - — ; il faut donc examiner ce qui arrive 
dy dx 

dans ces deux cas. De quelle maniéré que — - — — 

dm m d J 

2 — ~ devienne nul , on tire a|ors des équations <t 

( cf C d o. N 

— ) = o ; c’eft-à-dire que 

dy dx ' , ^ 

dans l’un & l’autre cas la fondion b fe préfente fous 

cette forme f qu’il s’agit de déterminer. L’équation 

db de da e 

h donne — — — — : ; — ; ioit b— b , on 

dy dy dx t 

db' , / <fC à* \ „ , 

aura -7—= — — 2— — 1=0, & b fera 

dy V dy dx S 

vifiblement fondion de x feul & de confiantes. En 

C 

mettant dans l’équation «T , pour b fa valeur b ' , 

on la changera en celle-ci (e) 

db' ,, C* , de d* 

— 1 -£*=*: 1-7 — dont le 

dx 4 dx dy 

fécond membre ne renferme d’autre variable que x, 

• / dt> d a. \ 

puifque «+£ ^ — —J que l’on fait être = o, 

n’eft 
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n\îft autre chofe que 


l K G JR A L. JP3 

jf Cl . dC d - \ 

d ( l-r- «*) 

\ 4 dx iy J 


u y 

Ainfi dans les deux cas que nous examinons, tout 
|e réduit à trouver pour b' une valeur qui fatisfalTe 
a 1 équation E ; & la propofée aura pour intégrale pre- 
mière complette dyeF * d y+ + v)dx ) _p. d t ( c | 

b^dy+*dx} = oi 

qui fera toujours potfible. 

On pourrait demander quels doivent être « &«; 
C étant tout ce qu’on voudra , pour que la propofée 
ait pour intégrale première complette l’équation du 
premier ordre que nous venons de trouver. A caufe 
. àt du , dC d * 

dy dx 4 dx dy 

on entend par X une fonâion quelconque 
de x & de confiantes ; on aura ( n°. jq. ) * — r 

ïf~JJ dx -+-<p:(y), v—e~f ai y F:(x)-\-fef ad y 

r C 1 d C 1 

|_~ — P - 7-^ X jdy • Si C doit être fonéèion 

de x feul, alors et=tp:(y) & « fera de cette forme 
F:(x)e^pi-(y)-i-yf:(x)—f:(x)e-f d yi’(y). ] 
fy dye/ d yi : <y)Q:(yy, cette exprefiîon devient F:(x) 
~+~y f : ( x ) lorfque *=o, c’eft le cas où l’équation 
efi linéaire. 

7p. Occupons-nous maintenant du Problème gé- 
néral. Nous formerons les équations - ^ ai ■ == .^ a *. 

dx dy 

dai da $ dai dan dai dan 

dx dy ’ dp dy * dp dx * 

' Pd 
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du 4 


= j defquelles nous tirerons 

dp dx 1 


' d'K 


dy- 

— K- 

d'K 

dxdy 


■■0> O- 


d(a +Q) 


O 


dx 


d( 


-K» r -L.n, dfC 

T, 


— (b 2). 


d( v-hR) 

dy 

dK dK 


■K 


d(*-f-Q ) 
dx 


iy 


-t-R dK d* ' 
~K JJ + K 


i*K ,, % d(«-hQ) 

( K+ r)—j- p f 

d'K 


dK dK 

1 r • ~ 

dy dp 


K-f-p * 


dxdp 


r dfC 

: C b 4 ). . . .(K -+-/>) l(*-4-Q) 


d(*+Q\ 

dp 

dK dK 
• ’ ' 

d x dp 


■f ('-<3^-7) 


<f»K 


iCn-p 


dxdp 


z (b) ) • ••• • 


dj> 


K-hp d(v-hR) 


T rf/C 

>77' 


_rf£_ 

dp 


iK+p dK 


P 

dK 


dp 


«+R dK 

dp 


] 


■Kp dx dp * 


puis en égalant enferable les deux valeurs de 


d«K 

dxdp 


nous aurons y, équation qui, étant combinée 

avec l’équation Ai , donnera, après avoir fait pour 

. . da d C 

abréger *p 1 + tpHh * = H- & P + 
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■=*» (B i) 


dv 

dp 

{K~\-p) Ç\ — Q p - 4 - JL ^ ~L— o. 

On tire des deux équations Wx & B i , 

(A-j-p)* ( ~ «4 -(K+^)x— 

dK dK v dK \ 

h — X — — J , 

dp dx dy ) 

R= 3 7 k^(p(—* Ki + c K-~V'-H k *+Kp) 

rr dK f dK dK \\ 

~ p (K — -— )); 


dp 


& en mettant ces valeurs dans ai, az ou dans ai; 
fl 3 , il vient 

à A x / ' d * 

u- A =^ 

fdK \ iK dK \ 

xi-TT*- ')■+—■ ~ K iy)- 

d A I y y 

~:A=(c 2 ) jr+ P y — 


d*\ , ✓ dK 

AA . 

-j—:A — (c$). . . 

dp 


4-i 




dK 


dy 

— r dK 
K-\-p dp 




Ces expreffions feroient abfurdes fi l’on n’avoit 


de i _ de i 

& 


de t 
dx 


de 3 dot de* . _ 

■ — , — -3 — ou — - — = — - — ;ainh 

dy dp dy dp dx 

K fera donné par les deux équations (Ci) ] 

/ f 1 /» d*/* d f- \ 

(K + p) \-d^r+ p -djr P — ~ïj)-^ k +p). 

Ppij 
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D u 
d*K 


) 


L C U L 
dK 


y$6 

Kdxdp ” dydp dy FJ \dx 

d*K d 1 K \ r /dK \ 

*p i-ir+P' -çr) + L 2 ^ (77+ 0 - 


dxdy 


(K+p)—\ ( 

( 


<fK 


(fp -J \ (fa: 
dp 


dp 

77 +p ^ 

cdK 


. 2 


)- 2 ( 

i-(/K / dK \ 

L‘ 77 \ 77 '~ f ' / 


dK\ /dK \ 

/ dK dK\ * 






(C2). 

+ J(K+ :)(|" fI ) 

Donc l’équation du fécond ordre 


,1* H ’ir)= 0> 
—^-(K+py-Lz. 

df* . r.., . . d’-K 


dp 


+ 


m[(K ■+■/>) 


dp 1 


d\y 

dx 1 


H - = o 


étant propofée, fi on nomme /? le fadeur propre 

d A 

à la rendre intégrable, on aura =c 1 dy ■+• 

e2.dx-\-c$ dp ; & il ne fera plus queftion que de 
trouver pour K toute autre valeur que — p , qui fa- 
tisfafle en méme-tems aux deux équations Ci & C2. 
Si dans l’équation C2 on met A pour pdx c * , « 

pour K & pour p ; on aura l’équation de con- 
dition donnée par M. Fontaine, page 41 & 42 de 
fes Mémoires publiés en 1764. Il ajoute : Je fappofe 

dy 

que a. foit donné , & qu'il ne fait point , fans 

dx 

quoi il faudroit , par le moyen de l’équation entre * 
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597 


6 * A , trouver une valeur de <*. Il eft clair que cela 
ne fuffiroit pas , & qu’il faudroit encore que cette 
valeur de « fatisfît à une autre équation entre A & 
« équivalente à l’équation Ci. 

Nous remarquerons aufli que fi dans les équations 

dA . 

: A — c 3 , on 


dA A dA . 

:A=sc i , — — :A—c 2, 


dy 


d x 


dp 


dK dK dK 0 , f . d'K 

d C g a ge qu ayant fait —— = 


d x dy 

d'K d'K 


dp 

d'K d'K 

ou 


dxdy 
d'K 


dydx * dy dp dpdy dxdp dpdx * 

. . dK dK 

on mette dans ce$ deux équations pour — — , , 

dxdy 

dK 

— — leurs valeurs , on aura les équations A 8 c B du 
dp 

n°. 77- 


On fera 


db i 


ib 5 


dx 


î & après avoir mis dans 


dy 

x • d ' K d ' K , » . 

cette équation pour - , ~ ^ xà y leurs valeurs p i , 
h 2 , il viendra 


(Di). . .JC[- 

( * -4- R ) 
dy' 


i, ( { _Q * ) 


dydx 


dx' 




é/C "1 ( « ~t~Q ) 


i) 




[■ 


0 ’ 


Mainte- 

Ppiij 
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■f(e-Qp-y) 


h 


d* a 

-Qp — 


d x 

d 1 (v+R) 


dxdy 
d. (**+-Q) (v-f-R ) 


R 


) 


dy* 

d ) 
dx 


dy 


*+• ( £ 


0 


a — Qp-f- •— 


• = S,les équa- 


tions A i , B i & D i donneront 


dK 


— Qp — -h (*-\-Q)K , 

dy P f 

K. 

dx f> 

ii = x(K-HO. 

dp 

■ ’Ainfi pour déterminer A Sc K , on aura les deux 

(f <r 

équations — — — = ( «+ Q) dy — — d x — 2 d p , 

d K — (f— Qp y- y) ^7 + 

R)dx -{-ïpdp -, & l’intégrale première com- 
plette de la propofée fera Ady-^dx (c+P< ( (e— 

Qp — ■+« — ^ ^=0» 

étant égal à 

Cela fuppofe que ( «-+-Q ) dy y dx — Z dp 
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— Qp H ^ dy +(n ■+R) dx-{- 


p p 

tpdp) foient des différentielles exa&es, & qu’on ait 
par conféquent les quatre équations de condition 

/ r, > d(* + Q) d(r: P ) 

(P I ) i 1 ; = O, 


(F 2). 


dx 

dp 


dz 

dy 


dy 


o. 


(Fj). 


i(‘-Qp — J + -') J( , + „ y 


dx 


d y 


—(c — Qp — y-f~— ^ — («4-î)C«*4-fi) = 0 i 

rf(w-f-R) dz / 


dp 


(F 4 ) 

' t ) =°- 

On cherchera des valeurs de Q & 7? qui fatisfaflènt 
à ces équations , & le Problème fera réfolu. 

Il pourra arriver que le dénominateur de la frac- 

tion — foit =*= o ; mais en donnant à l’équation D i 

,.(<-5 *) 

la forme fuivante K f- 


dx- 




dxày 
d. ( «- 


-Q)(*+R) 


] 


•+■ [(«t+Q)K*+«+R+K~ — d(a + Q) 

U dy dx J 




dy 

t) 


dx 


dy 


Pp iv 
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^(a-+-Q) , r 

2 J == o , on voit qu alors <r fera = o , & que 

j- 

par conféquent la fraction — deviendra voici corn- 
' P 

C-Qp-± 

ment on la déterminera. On fera — -f. 

i 

— — ÿ , & en fubftituant pour — fa valeur dans 
f p 

l’équation F 1 1 on trouvera — — = 

h 


èft- 


<c -g P -f) J( . +Q) . 

*V ' dy dx ) — ° ,c 

à-dire que ne doit point renfermer y. Après avoir 
fait la même fubftitution dans l’équation F 3 , on aura 
pour déterminer ■¥ l’équation 

d'V 

- 'V 1 = ( et Q ) ( v •+■ R ) — > 


(G 1), 


dx 




d(»-+-R) 


<r 


•J , dont le fécond membre ne renfer- 
mera pas d’^ , puifqu’étant différentié par rapport à 
cette variable il eft = a- ou =0. Enfin dans ce cas-ci 
l’intégrale première complette de la propofée fera 

c — Q p — JL 

Ady+d -\-fA ^ ^ — 


dy 

(v-f-ft) dx-i-'Ep dp^ = 0 , A étant égal à 
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'6 or 


^ dx — idp) 


c -Q P -- 

K«+Q)iy+ ( — • 

& il ne s’agira plus que de trouver pour Q 8 c R des 
valeurs qui fatisfaflènt aux quatre équations f=o, 
«r = o, F 2 = o , F^ = o. 


8 o. A étant toujours un des fadeurs propres à ren- 
dre intégrable l’équation différentielle dpArf*dx=: o, 
fi l’on fait Adp-+-Afjidx=du, u — a fera une des 
deux intégrales premières complettes de cette équation 
du fécond ordre; & tout fadeur qui fera renfermé dans 
la formule A<p:(u), ne pourra conduire qu’à cette 
intégrale première. Nommons A 2 un autre fadeur 
propre à rendre intégrable la même équation du fé- 
cond ordre , & qui ne foit pas compris dans la for- 
mule A <p:(u) ; en faifant Azdp-+-A 2 fxdx — dt , 
t — b fera l’autre intégrale première; & tout fadeur 
qui fera compris dans la formule A2f:(t), ne pourra 
donner que cette intégrale première. Mais ^ étant 
une fondion quelconque de fdu<f : (u) , f d 

. f d "t* d'Ÿ . \ 

il eft clair que ( A——<p:(u)-+-A 2 — — /: ( f ) J 
V du dt r 


(dp-f- /Jtdx) eft auflî une différentielle exade, puif- 
d'V 

qu’elle eft égale à -^-~d -j- à tfi ( t ) ; 
d 'P d v f / * 

donc A — — <j>: (u)-\-A2 — — f:(t) eft la formule 


générale qui renferme tous les fadeurs précédens. Si 
on en trouvoit un qu’elle ne comprît point, il donne- 
roit une intégrale première de la propofée qui ne coin- 
cideroit point avec une des deux que nous venons de 
trouver , & au lieu de deux intégrales premières com- 
plettes de notre équation du fécond ordre, on en 
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auroit trois, ce qui ne peut être; d’où je crois pou- 

. , d'Ÿ d'Ÿ r 

voir conclure que A — — 4 : (u)-\- A2 — — /: ( t ) 

dit Ut 

eft la formule générale des fadeurs propres à rendre 
dp-hfj.dx une différentielle exade, & eft par coq- 
féquent l’exprellîon la plus générale qui puifl'e fatisfaire 
aux deux équations A & B du n°. 77. Ces propo- 
fîtions feront éclaircies par les exemples fuivans. 

Soit d’abord l’équation du fécond ordre dp- 4- 
vix 

= o , dont un des fadeurs A eft égal à x & 


■ dy 


dx 

& 

* 


pdx 


donne u=px. De u=px, on tire 

T = ,0 «-* ; don 'f-pr 

y • • y 

= log.jr , & il eft clair que le fadeur — — 

P x t P x 

n’étant pas compris dans la formule xq-.Cpx'), on 


) 


peut prendre log. x- 


P x 


— b pour l’autre inté- 


grale première complette de la propofée. La pre- 
mière eft px=a ; avec les deux on trouve pour in- 
tégrale complette finie y— a ( log. x — b). De la 


ud j 


même équation u—px, on tire aufli dy— & 


x 


y=u log. x — fdu log. x; donc fx log. x Çdp -+• 
^ =pxlog. x — ^,&ce nouveau fadeur jr log.* 
qui n’eft compris ni dans x<p:(px), ni dans 


P 1 x 


f : ^log. x , l’eft dans la formule plus gé- 
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([•& y 

nérale x — — <$>: (h) 4- 


d* 


du Jt /=(«). «4 —J>* 

y 

& * = log. — ; car en faifant ^=Mf, en forte 


px 


d 


d' fr 


que = — — == u , 




• y 

cette formule générale deviendra x log. x 4 - 

y 

— = x log. x. Voici un autre exemple tiré de la 
Géométrie. 

On demande la courbe dont la propriété eft , que 
le rayon de courbure à un point quelconque foit un 
multiple de la droite tirée de ce point à l’origine 
des abfcifles. Si l’on fuppofe que les co-ordonnées x 

& y foient perpendiculaires entr’elles , l’équation qui 

» . r 

réfoudra le Problème fera (n°. 20) = 

O -*-? 1 ) 1 

. Le fécond membre devient intégrable 
x d x -+-y dy 


ndx 


étant multiplié par x-\-py= 


dx 


& fon 


intégrale eft n\Z r (,x 1 -~\-y 1 )\ je multiplie le premier 
par le même fadeur, & j ai à intégrer la différentielle 

UJJL . Pour cela je fais y=px-+~u, pour que 

du = — xdp, & que la différentielle précédente de- 

updp — (1 -hp z )du . , 

vienne — — , qui a évidemment pgur 


intégrale 


('+P 1 )'. 
— u 


px—y 


tioa du premier ordre 


Ainfi l’équa- 

v'C 1 -+-p a ) 
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eft une des intégrales premières complettes de la pro- 
pofée , il s’agit maintenant de trouver l’autre. Je ferai 
y = xi ; &, à caufe de dy=pdx, j’aurai pdx = 

xdi-\-fdx , d’où je tirerai — — = — — — . Cette 

* P — ? 

valeur étant fubftituée dans la propofée , elle devien- 
dp nd\ 


dra 


= o. C’eft 


(i+p*Ÿ IP— ' 

pourquoi fi l’on fait encore ?= - — .d’oùl’oa 

1 Pi' 

tir e/> — . l/( i+r)= 

i— Pt ' ’ r ~ o —ptr > 

fi, dis-je, l’on fait ces fubftitutions dans la derniere 
différentielle, on la transformera en celle-ci, 
dp t dp + n(i-4-p 1 )df 


(i-+-p *) 1 ?V(» •+•?**) (i h- p x y 

\'-+-ny / (i -+-?’ 1 ) r dp 

autre que — — 1— - l. 

?V (H-p*) L i-t-p* T 


qui n’eft 




— l; & on verra clai- 


rement que — r , eft l’autre fadeur de- 
mande , auquel répond l’intégrale première complette 

r_ g— _4_ r nd ï , 

V( * -+-?'* ✓( 1 ■+•?■ 1 ) 

On en tirera ?’ en p ou /> en j'; & , à caufe de 


° n > . . On 

x 1 Pt i — pi 

mettra cette valeur de y dans l’intégrale première 
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complette trouvée précédemment, & on aura 

’ — a(i — Pl') . rr 

— ; — ■ „ ■■ ■■ •■ ; on aura auüi y =* 

Ct^-+-« V^( * -+-? D^CH-p ) J 

— ^ — ° ^ . Ainfi x & y feront 

donnés en fondion de l’une de ces deux quantités f* 
ou p, & le Problème fera réfolu. Dans l’article 72 
nous avons traité cette même équation d’une autre 
maniéré. 

B étant une fondion de x ,y, p % la différentielle 
à. B a pour fadeur l’unité , c’en- à -dire qu’on peut 
prendre A=i ; cela pofé, on demande de trouver 
A 2. Il feroit important de pouvoir réfoudre ce Pro- 
blème généralement -, car B = a peut repréfenter 
toute équation différentielle du premier ordre; & en la 
regardant comme une des deux intégrales pre- 
mières complettes de l’équation du fécond ordre 
dB = o , s’il étoit poflîble de trouver l’autre au moyen 
du fadeur A 2, on auroit entre x,y,p deux équa- 
tions , & en éliminant p l’intégrale finie complette 
de l’équation du premier .ordre B — a. 

Suppofons que la fondion B ne renferme point 
y, & que de plus elle foit telle qu’en faifant p=x K ^ % 
elle devienne x*Z , où Z eft une fondion de \ feu- 

g 

lement. Nous aurons Z = -, ou, fuppofant x*z=x 

g 

— , Z = <r\ il pourroit arriver que de cette der- 

9 

niere équation on ne pût pas tirer la valeur de \ par 
lçs méthodes connues ; nous n’en dirons pas moins 
que ? eft une fondion de <r que nous repréfenterons 
par I, & nous aurons p=ix*, dy=xx > 'dx. 
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»dB B dr 


— — ÿdr . I / 

, & x K dx = — [ 

«■* V 


i /B ' 1 rfB 


A-*- I 

*■ /» 


A -4- ! 

B f* der 


A dr \ , /trfy SrfB 

J j donc - — — — 

I J A I A -r I 

“H- I Tl IA -n i* " 


A-t- 
cr M 
Sd<r 


B * Bc » 


-.Je mettrai dans le premier terme du fécond 


„ M -+- 1 

B v 

membre pour o- & s leurs valeurs & , & il de- 

• IA V A 




viendra 


xpd B 

: • mu 


puis en intégrant toute l’équa- 


B * 


4-1 


• by 
tion, j’aurai 


/- 


A 4- I 

xpdB r s d 


f 


(A 4 - t ).jdB 


b r-*- 1 


B * 


“■+- I 


-f- 


; d’où je tirerai fa- 


4 -i 


cilement 


J - — — , & que par conféquent dans ce cas-ci 

xp (A-t-l)y ♦ 


f 


xp — f A4 - 1 )y 


B * 


dB = 


ny 


A4- X 

B~ 


4 -i • 

t n 


le fadeur demandé ell 


A 4* X 

bT 1 


Au lieu de fuppofer que la fonction B ne renferme 
point y , nous fuppoferons qu’elle ne renferme point 
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x> & que de plus elle foit telle qu’en faifant p=y K z, 
elle devienne y*Z , où Z eft une fonction de { feu- 
lement. Nous aurons Z= ; ou, fuppofantjy<“r= 

> Z =e-, & regardant cette derniere équation 
comme rcfolue, nous aurons f=2, s étant une fonc- 
tion de <T, p=:-Ly\ dy = 3 .y'dx, & dx=-^—: 

2 y K 


Mais 7= (~Y> dy. 


1 / B* dB 


\ -- 
- ) » donc f*B * dx = 


Bïr 


I — A 


Je mettrai dans le premier terme du 


n 

fécond membre pour a- Sel leurs valeurs Se - P ’ 

y» y K ’ 

& il deviendra ; puis en intégrant toute 

pB i* " +_I 

*-'» A - J 

l’équation, j’aurai B * — /(a — i)xB~~~ 1 dB 
p y dB p dr n 

—J rr; J — rn ; d ’ où i e tirerai 

pB j“ 1 Sir 1“ 1 

A- I 

facilement J* B 1* ((à— dB = 
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A- I 

fixB * +'f 


A - I 
<r A* 


■ î donc dans le cas préfent 


n — » 

le fadeur demandé eft B * (O— - i)x+- 

La différentielle dB ayant pour fadeur 

xp — (A-+-I )y 


dans le premier cas, & JB * 




B i- + 1 


((X — ^ dans le fécond, il eft clair que 


X p—(\+l)y & (A 

dB 


l’un de 


y 

i ) x -+- — font fadeurs 
P 

A — X 

l’autre de B * 


I dB, qui 


B #• 


■-+-I 


font aufîi des différentielles exades. Ces deux fadeurs 
font fî remarquables par leur fimplicité, que nous 
nous propoferons les deux Problèmes fuivans. 

i°. Trouver toutes les différentielles exades du fé- 
cond ordre qui ont pour fadeur p x -t-xy , x étant 
un nombre quelconque. Nous repréfenterons par dB 
ces différentielles exades, & nous aurons ( px-\-*y)dB 
qui fera aulü une différentielle exade. Mais 
f(px-\~xy) dB — B(px-4-*y) — fBd(p x-4-xy); 
donc fi px-t-Xy eft fadeur de dB, réciproquement 
B eft fadeur de d(p x-\-*y) = (*-hl)p dx-\-x dp. 
En confidérant cette derniere différentielle , je vois 
que fi je prens A=i,&. par conféquent u—px-\->y, 
je pourrai faire A 2 =x K t d’où je tirerai t—px K + l . 
Alors fi je nomme •+• une fondion quelconque de 
fd(px-i-xy)<ï:(px-{-\y),fd.px' + 'f:(px"'), 

j’aurai 
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•5 • d'V ' 

jaurai — ■.([■)' 0 ù u — px ^, 

*y & r == p* *+i, pour la formule qui renferme 
tous les fadeurs de d(px-^xy); il e ft clair que 
cette formule eft aufli celle de toutes les fondions 

de x *y> P dont les différentielles premières auroient 
pour fadeur px-\-Xy. 

2 . Trouver toutes les différentielles exades du fé- 
cond ordre qui ont pour fadeur x x-+- — ,Aétant 

p 

un nombre quelconque. Dans ce cas -ci on aura 
( Xr + ~-) dB qui fera une différentielle exade ; 

&. à caufe dcj'(xx+ ^ dB = B (xx+ 

> on verra que B doit être fac- 
teur de dÇxx + JL^^+ijJj i^L.En 

confidérant cette derniere différentielle , je vois que 

ft je prens A=i , & par conféquent u=xx-+-—, 

P * 

je pourrai faire A2=y x , d’où je tirerai t — * ‘ 

P 

Alors étant une fondion quelconque d ejd ^4. 

. d* iv 

jaurai ; ( / j i 0 ù « = x^4, 

y y x * 1 

-J & t== — ~ — » pour la formule qui renferme tous 

Qq 
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les fadeurs de d(*x 4 - -y) » il eft vifible que cette 

formule eft aufll celle de toutes les fondions de * , 
y , p dont les différentielles premières auroient pour 

fadeur x Je paffe aux équations différen- 

tielles des ordres fupérieurs. 

81. L’équation du troifiéme ordre dqA-ydx— o, 

où a* eft fondion de x , y , —• — p , = q . étant 

propofée , on la multipliera par un fadeur A fonc- 
tion de x,y, p ) q > 2c on aura là différentielle exade 
Adq-r-A y-dx qui deviendra (Ar-^-Ay)dx , fi l’on 

dq_ 
dx 

exadc à celle-ci Ci* du n°. 33 , d’où l’on tirera 
d.A» „ . dAf* q __ 


fait . “I- = r. On comparera cette différentielle 


dA 

N=-rA- 




O 


dA 

■• p= -ji r ~ h 


d P 


dA 


r-+ 


d.Af * 


.dq 
dans N 


dq 

1 


, R== A ; en mettant ces valeurs 


dx 


dP 


dx 2 


d*Q- 


dx> 


■d>R=.Q, 


( dp dp 

cette équation deviendra vArïr *+*Æ *** 

dp \ dr dp 

'-jfJ + s ~î7 + T TT 




d'.Ap- 

dq 3. 


dA 

~*F 


dx t p dj 
o » dans laquelle 
<fM d*A 


dxdq 


dydq 


d*A 

dpdq 


I 
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à.A t 


à'. A, 


d\A, 


d'.Af 


dy 


dx'dq 


dxdp ‘ dydp 
d) .A ,u d* .A u- 


— q 


d* . A fJL 


. A u 
diA 

~3Pf 


dxdydq 


■r- 


d'.A 


dxdpdq 


+-P 1 


3P 1 




dydp 3. 


dy z dx 


•3î 


■ 3 p*q 
à 1 A 


ip-dq 
d'A 


H- d'.A/* 

-bq 


— 6 pq 


di'A 


3P- 


dxdydp 
d'A diA 


dydp 

—3V 


dy* dp 

— 3Pq 


— p 
d'A 


dydq 
diA 


dp 1 
d> .Af* 

dy z d q 
, diA 

« “rfïT 


d'A 

dxdy 


dy 1 

— 3î- 


dy » 

-3Î 1 - 


JJ .4 


dxdp * 


dx 1 dp 


dx'dy 


dx i 


Maintenant , comme A &. par l’hypothèfe ne doi- 
vent point renfermer r , cette transformée donnera 
néceflairement les deux équations <r = o & ?=o, 
puis il faudra trouver pour A une valeur qui fatis- 
fafle en même temps à ces deux équations. 

Cela fait Adq-+- A fxdx fera une différentielle 
exaéte que je repréfenterai par du & u—a fera une 
des intégrales premières completres de la propofée. 
Nommons A 2 un autre faéfeur qui fatisfalïè aux deux 
équations <r & j, fans être compris dans la formule 
Aq:(u), & failons A 2 dq-j-A 2/u.dx = dt , t=b 
fera une des deux autres intégrales premières com- 
plettes de la propofée. Pour trouver la troifiéme, nous 
prendrons un fafteur A $ qui fatisfaffe aux mêmes 
équations dfc condition , fans être compris ni dans la 
formule Aq> : ( u ) ni dans celle-ci A 2/: ( r ) ; & en fai- 
fant A^do-i-A^ fxdx~ds, nous aurons s = c pour 
cette troifiéme intégrale première complette de la 
propofée. Mais étant une fonâion quelconque de 
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fduqi(u) , & fdsF'.(s) , cette quantité 

( J 'p J «p J «p v 

A 17 ♦ : ( “ ) + A 2 — ■■ (■ )■ +• A 5 — F: < >) 

(dq -\-fxdx) fera auffi une différentielle exade , puif- 
d -f d¥ 

qu’elle eft égale à — — du<p:(u)-i — ; — dtf:(t)-+- 
du dt 

d* d* d' t* 

— — dsF:(s)‘, donc A — - — <pi(u)-\-A2 -7— 
as du dt 

d* 

A3 — — F: (s) eft la formule générale qui renferme 


tous les fadeurs propres à rendre dq-t-pdx une 
différentielle exacte, & eft par conféquent l’expref- 
fion la plus générale qui puiffe fatisfaire aux deux 
équations <r & f. 

Si l’équation étoit du quatrième ordre, on trou- 
verait de la même manière , ou par les autres mé- 
thodes que nous avons indiquées , les équations de 
condition par lefquelles le fadeur eft donné ; & par 
un raifonnement fembiable à celui que nous venons 
de faire , on parviendrait facilemént à trouver la 
forme générale de ce fadeur. II en ferait de même 
des ordres fupéricurs ; la grande difficulté , c’eft de 
pouvoir fatisfaire aux équations de condition qui font 
aux différences partielles; nous allons, dans le Cha- 
pitre fuivant, traiter ce genre d’équations avec beau- 
coup d’étendue. 
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CHAPITRE X. 

De l'intégration des équations aux 
différences gamelles. 


82. J’AI donne dans les articles 74 & y y les prin- 
cipes fondamentaux du Calcul dont il va être quef- 
tion ; j’ai même intégré complettement dans le pre- 
mier de ces articles l’équation linéaire du premier 

ordre M 4- N — — h P? Q = o , où M, 
ayix 

N, P , Q font fondions des deux variables y & x. 
Maintenant, foit entre les mêmes variables y , x & la 
fondion j de ces variables une équation non linéaire 

du même ordre ~~ —V,ouV renferme x, y & 

n %• "* 


z. A caufe de dr = ■^—dx-^-^—d y , on aura 

dx ày 

; mais fi pour un moment on re- 
garde^ comme confiant, on aura la différentielle — 
V dx qu’on rendra exade en la multipliant par un 
fadeur fx qui pourra être fondion des trois quantités 
x,y & on fera fxii — pV dx=dS, & il fera clair que 


d 7 — rdx=-±dy 


S=F : ( y ) eft l’intégrale complette de = P r , quel 

d x 


que foit V. Soit la différentielle de S, en faifant va> 
rier x , y & égale à fxd\ — ju.A r dx-^-Qdy ; on 
trouvera Q par la méthode du n". 5 2 , il doit être 

Qq iij 


Digitized by Google 


tfi4 


Du Calcul 


pris de la même maniéré que S; c’eft-à-di'e que fi 5. 
eft pris de maniéré qu' i\ s'évanouifle lorfque x = a 
& i=c, Q devra s’évanouir dans la même hypo- 
thèfe. Mais cette différentielle de 5' eft aullî égale à 


dyF':(y ) ; donc d^=y=ydx^r 


F':(J) — Q 


dy, Sc 

par conféquent . Ces propofi- 

1 dy h- 

tions feront éclaircies par les exemples fuivans. 

On propofe d’intégrer l’équation 
On cherchera d’abord le fadeur propre à rendre in* 
tégrable la différentielle à z , où y eft re- 

x-i-? 

gardé comme confiant. Mais cette différentielle n’efi 

eft 


autre que — (dx — , & il 

*-*-? ' y y ' 


clair que dx- 


donc le fadeur demandé eft — 
dS = — : 


xi? ?i? , _ i 

— i a pour fadeur e~~ y , 

y y 

I 

e y . 


Ainfi 


— e y y dx; d’où l’on tire 


S=e~ y (j-t-jr-f-f), & e~~ y (y-\-x-hf)=F: 

•• (fr y 

(y ) pour l’intégrale complette de — — = — 

La valeur totale de S eft e~* ou 

bien e y (jy-f-ar-f-?) — e~~ ÿ C y-f-a-4-c), n elle 
doit être prife de maniéré qu’elle s’évanouifte lorfque 

.AS I / f 

x— a & ? = c; or Q = — — = e~~ y ( i H h 

dy , \ y 
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4 + £-) - c-7(i + -1 + 

y* y % ' V ^ y* y' ' 

donc Q s’évanouira aufli lorfqu’on fera x—a & 
î=c. 

Je prendrai pour fécond exemple l’équation -j— = 

Il eft clair que le fadeur de dj — — — ~dx, 
y+x* ^ y -h»* 

oùjy eft regardé comme confiant, eft donc 

d S= — — ; & on a par conféquene 

y*-*-V 

pour l’intégrale complette demandée cette équation 
A rang. 21Z11L = F: (y). Si la valeur de S doit 

0 y -i- xi 

s’évanouir lorfque x = a & \ = c , elle eft 


A tang. 
dS 


yt—*y 

J x +*\ 

? 


— A tang. — — — i or Q= 

& y* -+-fl c 


■+ 




éy ' «‘H-J»* ' y 1 

- ; donc cette quantité s’évanouira aufli lorf- 

j 3 -+-û* • ' 

qu’on fera x = a de f=c. 

Si on eut propofé l’équation ~j~‘ === V » 00 au " 

roit cherché le fadeur de d \ — V dy , en regardant 
x comme confiant ; de cette maniéré on feroit par- 
venu à une différentielle exade, dont l’intégrale égalée 
à une fondion arbitraire de x , auroit été l’intégrale 
complette demandée. 

Qqiv 
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De l’équation d^= dx-h dy . 

/I v d y S 


on tire 


t — x 


cette transformation peut ctre de quelqu’ufage dans 
l’intégration des équations aux différences ‘partielles, 
nous en allons donner plufieurs exemples. 

Si on propofe celle-ci = j ; en faifant 

a y ix 


*1 




—— = />, on en tirera -j— = & par la trans- 


ày 


P 

formation précédente, — — 

•p-) dp. Cette expreflion feroit abfurde, fi le coeffi- 
cient de dp fous le figne intégral n’étoit fondion 

de p fçul ; en conféquence on fera x — = F' : 

P* 

( P ), pour que — ^ dp— F: (p)\ & l’in- 
tégrale complette demandée fera donnée par les deux 


*7 


+pF (P) 


« y 

équations x = ~ F' : ( p), { : 

— - F: ( p ). Pour avoir une des intégrales particulières, 
on fera F:(p)=^ap — , & on aura F':(p)=s 

j ^ 

a H . Ces valeurs étant fubftituces dans les deux 

_ P 

équations précédentes , elles deviendront x = a -f» 

b + y î(J+y.) ,, v 

• — 7 — i î— î dou Ion tirera p — 
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— p-~ , p 1 s= — ; & par conféquent \ =* 

aj/[(x — a)(y-+-b)], qui eft l’intégrale particu- 
lière demandée. Celle-ci q=. 2 ]/(xy ), qu’on auroit 
trouvée en faifant F:(p)= o, eft évidemment ren- 
fermée dans la précédente. 

Cette autre équation (“■p") •+• ("TJ*) = I ne 

fera pas plus difficile à intégrer ; car on en tirera 
d» . . 

"jy— y ( 1 — P z ) » & par notre transformation , 

î = p *+;>' 1 /(«-?■)-/(*- v JLp ) d t- ■ 

En prenant F':(p) pour la fon&ion de p à laquelle 
le coefficient de dp doit être égal , on aura l’inté- 
grale complette donnée par les deux équations 

— F: (p). On en trouvera bien fimplement une in- 
tégrale particulière en faifant F: (/>)== o; alors *•= 

« , 7= ^ ; d’où l’on tirera p== 

V (* — p 1 ) . Vi'—P*) - 

~ . & 

Soit = p & = a ; la formule général» 

ax dy 


; d’où l’on tirera p : 


q ; la formule généra!» 


deviendra q—px-hqy — f(x dp-+-ydq). Cela pofé, 
une équation entre p, q & une des deux variables 
X ou y , x par exemple , étant propofée ; on cher- 
chera x en fon&ion de p, q\ 8c ayant intégré xdp 
par rapport à p feulement , fi l’intégrale eft V , celle 
de la différentielle xdp-\-ydq qui néceflairement fera 
exaéte, ne pourra être que de la forme V ~\-Fi{q). 
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On aura donc xdp^-y dqr=zdV-\-dqF:(q) , d’où 
l’on tirera, en représentant par xdp-{-Sdq la dif- 
férentielle de V prife en faifant varier p & q, y== 
S -4- F' :(?), & par conféquent % = p x Sq -+• 
q F':(q) — F: {q ) — V ; on voit que S eft comme 
V une fondion donnée de p & q. 

Si l’on propofoit q — Px r-f-n, où P & n ne font 
fondions que de la feule variable p ; on en tireroit 

q — n r dp 

x = — - — , & par conlequent V = q [ — 

y S— /il. Donc l’intégrale demandée fe- 

roit donnée par les deux équations y = J — - — h 

F: W , -f. fJLÎL+,F: (,)- 

F: ( q ). On peut réfoudre ce Problème d’une autre 
maniéré; car de dq=p dx-\-(P x-\-n)dy, on tire 
{~p x-+-f ( Pxdy -\-ndy — xdp)\ en faifant enfuite 

Par -4— n= u , d’où l’on tire x = — - — , on a { = 

P x +/« Çày y~) • 11 clait 

maintenant que u & Ju Çdy doivent ctre 

fondions de y — \f~p~* & que fi l’on fait / ^ dy — 

=/: (y — / — , on doit avoir u ou P jt*+- 

n =/': (y — ^ onc cetre man ' ere I ’* n * 
tégraîe complette fera donnée par les deux équations 

—T + 
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il ne fera pas inutile de comparer ces deux réfultats 
en apparence fi différens. On tire du premier y — . 

J-~- = F': (q ) , & réciproquement q =/' : — - 1 

/t-) ! donc - t 0 '“/ T - ) • 

Puifque F':(q) = y — J— y- & que dq = dÇy~~ 
G ; on aura iqF':(q) = 

m E - mettant pour ç , F; (g) & F 1 : (}) leurs 
valeurs dans ? = --- • "7° — + f-^~~+<jF'{(q) 
—F;( ? ), on trouvera 

{y-m+Ky-ff)- 

Si 1 équation propofée étoit telle qu’on eût y égal 
à une fonction donnée de p & q ; de l’équation = 

fdx-\-qdy , on tireroit dy=— rdjr, en fai- 

fant pour abréger — = r; puis y=— rx-f* 

î 1 

f(y~T~ ■+■ xdr^. Ayant intégré — , où ? n’eft 

fonélion que de q & r , par rapport à q feulement , 
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fi l’intégrale eft V , celle de 


1^- -f- x dr , quî né- 


ceffairement eft une différentielle exacte , ne pourra 
être que de la forme V +f:(r). On aura donc 


ifl 


+ 


x dr — dJ^ -H drF' (r); d’où l’on tirera, 


en repréfentant par — \-Sdr la différentielle de 
V prife en faifant varier q & r, x=S-\-F :(r), 


& par confe'quent y= — — \-V — rS — rF':(r)-j r 
F:(r). 

Soit ï = apq = aq* r ; il faudra d’abord intégrer 
ardq en regardant q feul comme variable, & on 
aura F r =arq ,S=aq. Donc dans ce cas ci x=aq-F 
F':(r), y = aq — rF': (r)-|-F: (r). Mais on peut 
conclure de la première de ces équations r=J': 
( x — aq) , dr — (dx — adq)j" :(x — aq); donc, 
à caufe de drF' :(r) = (x — aq) ( dx — adq). 
f :(x — aq), d’où l’on tire F:(.r) = 'x — &q)j'- 
(x—aq)—f:(x—aq), F:(r) — rF':(r)=— /: 
(a: — aq ); on aura auffi y ~aqf :(*■ — aq ) — /: 
(x — aq), q = aq 1 f (x — aq). On peut parvenir 
bien Amplement à ce dernier réfultat , car de dy=s 




9 

î dx \ 
aq x ) * 


K dx ■ ? 

— — , on tire y — — 

a î ? 



& que 


Jt 

r 


ne peut être fonûion que de 


— ? ■+■ — • Il fuit de-là qu’on peut fuppofer q = 


aq 1 J':(x — aq), ce qui donner =*= aqf:{x — a q ) — 
/: (x — aq). 

L’équation ç=sKjc4-1/, où V & U font fonc- 
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tions de p Sc y , étant propofée ; on fera ufage de 
la formule f=px-\-f(qdy — x dp ) qui devient 
alors q=xpx xdy -+-Udy — xdp). On fup- 

pofera x(Vdy — dp) -\-U dy —d <r ; Sc p. étant le 
fadeur de y dy — dp, fi pFdy — pdp —dS , on 

X 

aura de- =*= — dS-hUdy. Ayant mis dans U pour 

p fa valeur en y & S, fi l’intégrale de Udy , prife 
par rapport ày leul , eft T; on aura «■ = T-f-F: (S), 
x dT 

& par conféquent — = — — -h F' : (S). Ainfi l’in- 

do 

tégrale demandée fera donnée par les deux équations 

dT dT 

x = fx~-^pF :(S) , ï=T-hpp — -hF: 

(S)-i-ppF' :(S). 

U &c y étant des fondions de q & x, fi on eut 
propofé p=-.Fy-\-U , on auroit fait ufage de la for- 
mule %=qy-\-f(pdx — ydq) qui feroit devenue $r= 
q y -+- /( Vy dx -+- Udx — ydq) j & ayant fait 
y(Vdx — dq)-\-U dx=sad r, p.y dx — pdq—dS , 

on auroit trouvé d<r = — dS-+-Udx , Sc par con- 

féquent <r = T-+-F: (S) , où T feroit l’intégrale de 
Udx, prife en ne faifant varier que x, après avoir 
mis dans U pour q fa valeur en x Si S. L’intégrale 
complette auroit été donnée par les deux équations 
dT dT 

■+• h-F (S)> î^qp-jçr-FqH-F'iiSj-b 

T -+- F: (S). 

On pourra propofer y = Vx -4- U , F Sc U étant 
des fondions de p Sc q. Alors on fera ufage de la 
formule \ —px-\-qy — f(xdp-hydq) qui de- 
viendra ï=zpx-+-q(Fx-+'U ) — f(xdp-jrF xdq 
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Udq. Soit x(dp-) r Vdq')-^Udq = dr Sc /xdp-Jr 

x 

p,Vi iq=zdS-, on aura dr — — dS-^Udq & «■ = 

T-f-Fi(S), T étant l’intégrale de Udq prife en 
ne faifant varier que q après avoir mis dans U pour 
p fa valeur en S & q. Dans ce cas-ci l’intégrale com- 

dT 

plette fera donnée par les deux équations - 

* ’ GO 


dT 

7s~ 


-h F 


'■(/)) 


-t-nF't(S), i=p(p- 
— T-bqU — F: (S). 

Je fuppofe qu’on ait P=Q, P & Q étant deux 
fondions , l’une de p & x , l’autre de q 8c y. Pour 
réfoudre cette équation , nous introduirons une nou- 
velle indéterminée u que nous fuppofêrons égale à 
chacune des fondions P & Q; nous aurons de cette 
maniéré deux équations defquellcs nous pourrons tirer 
p en x & u, & q en y & u. Mais dj=pdx-+-qdyi 
fi nous intégrons les différentielles pdx & qdy (dont 
la première ne renferme que x & u, & l’autre que 
y &«), en regardant u comme confiant, que nous 
nommions les intégrales trouvées R & S, Sc que nous 
faffions enfuite dli—pdx H- V du , dS= q dy 
Udu; nous aurons d$— dR-+-dS — ( F-\~U)du, 
exprefTion qui feroit abfurde fi F'-^-U n’étoit fondion 
de u feul. Le Problème fera donc réfolu par les deux 
équations P r -^-U—F' :(u) S c %=R-\-S — F:(u). 

Nous prendrons pour exemple l’équation a+pq= 


arq 


a*q 


x*y*, qui devient = .Nous ferons 

J y 2 *‘p y* 


: U, 


X 1 

— ii • J’nii nous tirerons d = 

** u»* 

a pi 

■ ■ ■ U } U vU I1V/UO Ul Wi V/liO h’ *“■ 


a* 

R- 

*’ s = Jü. L. y— 

dR 

x J 


j« 2 u * * 

du 

3 a* u* * 
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U — - 4 — = — — ; & nous aurons pour réfoudre 

du 3 a 1 r 

X 3 

le Problème les deux équations^ 5 =$a*F , i(u) 3 

* < ^ 

*=7Tr (“/-+- -J[r ~ 3 a ’ F: (“))' 

Nous avons démontré (n°. j”4) que M 8c N étant 
fondions des deux variables y, x,Ç\ on fuppofoit 
l*Mdx — i*N dy =z dS, l’intégrale complette de 

l’équation M-^—~\-N~— — 0 feroit z=F:(S). 

a y dx ' 

M. Monge a ajouté à ce Théorème , connu depuis 
long-temps , que % = F:(S) feroit encore l’intégrale 
complette de cette équation , quand bien même M 
8c N, outre les deux variables dont nous venons 
de parler, renfermeroient aulli la fonction £ de ces va- 
riables ; c’efl-à-dire que pour intégrer l’équation dans 
ce cas là , il fuffiroit de chercher le faéteur propre 
à rendre Mdx — Ndy une différentielle exade, en 
traitant £ comme une quantité confiante. En effet, 

à caufe de dz — ~~dy^~ -^-dx & de—- =s 

* dy dx dy 


N 

M dx 


on a 



Mdx — Ndy _ . 

u — — • Soit 

M 


(A le fadeur de Mdx — Ndy Iorfque £ efl regardé 
comme confiant, foit aulli /xMdx — tANdy=dS a 

on, aura d? = -~ — Mais S renferme x , y 8c 

£, & la différentielle dS que nous venons de trou- 
ver n’a été prife qu’en faifant varier x Sc y^'û manque 
donc à d S un terme K d £ pour qu’elle foit la diffé- 
rentielle de S prife en faifant varier x, y 8c £. On 
ajoutera de part & d’autre de l’équation piécédente 
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dl Kd\ 


dx 

dS- 


, & on aura dz - 4 , 
fuM dx 


■ Kdi 


, ou «ff-f- 


<*? 


= A_ 

xir _ é* dS 

f*Al ’ ' ' dx h-M dx t nM * 

dS étant ici la différentielle complette de 5. Il fera fa- 
cile de tirer de-là dz=~ — — - — -, & que 

dx A ’ 


dx 


par conféquent j ne peut ctre fondion que de 5. Je 
prendrai pour exemple -î-y 1 -~-=o. Alors 


F: (3 x*% — 2y *) 


dy 

X *7 

5 égalera — — , & \ ■ 

fera l’intégrale complette de la propofée. 

Jufqu’ici nous n’avons fuppofé que deux variables^ 

6 x ; fi la fondion ? en devoit renfermer trois y, x, 

u; & qu’on propofât d’intégrer complettement l’équa- 
tion ■+■ N -+- P — O ; alors à caufe 

dy dx du 


dz , d? . dz , 

- — dy-\ — ■ — dx-\ —du, on auroit, 

dy dx du 

d l «, d X 

dy * dx & du ’ CC$ 


de d\- 


en éliminant fucceflivement 


trois équations , 

^=-37 


d X 


dy 

d X 


4 <‘ =J è-{ d y—w ix ) 

M 






iv{ iu —N ix ) • 


du 

d X 


N 


i°. Si les fradions — & ~ ne renferment , l’une 

que 
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que x & y, l’autre que u & y ; on cherchera les fac- 
N P 

teurs de dx -dy & du — — Soient /x& /*, 

nN ft'P 

ces fadeurs, pdx — dy = dS, h-' du — dy= 

M M J 

■ ni , d\ dS d\ dS‘ r 

» dx p du f* 

néceflairement fonâiion des feules variables S & SV 
Donc î=;F:(S, S') eft dans ce premier cas l’intégrale 
complette de la propofée. Si , par exemple , on avoic 

à intégrer yXY-^ + QV -^--hRX-?±- = o i 
du dx du 


où les quantités V, X, Y font chacune fonction d’une 
des variables u, x , y, & où celles-ci Q, R font fonc- 
tions l’une de x , y, l’autre de u, y, il s’agiroit de 

rendre exa&e d x ~r~ & du pour 

avoir /a., /x , S & SV & l’intégrale complette demandée 

feroit £ = F : ( S, S). En effet, en fuppofânt 

(AdS+BdS')F':(S, S'), où A 8c B font des fonc- 

• ,* _ „ „ dA dB 

tions de S & S telles que — — = — — , on aura 

do do 


il __ ( 
dy — V 


dS 


dx 


*0r . +«■£>’><«. n. 

A~Fi{S t S) t -^^B^F Mais 

dx du du 


dS 


dx 

dS 1 

du 


— H-: 


dS 

dy “ 
donc 


fiQ dS' 

s— =:• 

XY ’ dy 

d\ / nAQ 

Ty _\ XY 


FR 

VY * 
F BR 


) 


r: ( s,s'),i=^.Fcs,s').-£- 

Rr 


VY 

-By-'F': 
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(S, S' ); valeurs qui étant fubftituées dans la pro- 
posée , la rendront identique. 

' M P 

2 °. Si les fradions & — ne renferment , 
N N 

l’une que x & y , l’autre que u 8c x ; on cherchera 

M P 

les fadeurs de dy — dx, du — —dx, Si on 

N N 

nomme f*i & /*'i ces fadeurs , & qu’enfuite on fafle 
1*1 dy ?^—dx==dS I, i*i du dx = 

dS'i , on aura pour l’intégrale complette demandée, 
j=F: (Si , S'i). Je prendrai pour exemple l’équation 

QyJ±.+yXY -iL +RY 4^ = °* ou Q» V > 

dy dx du 

X , Y lignifient les mêmes chofes que dans l’exemple 
précédent, & où R eft une fondion de u & x. Pour ré- 
foudre ce Problème, je chercherai les fadeurs de dy — 

Ody , Rdx , . 

du — — - ; & ayant trouve de cette ma- 

J\Y r A 

niere Si & S 1 !, j’aurai pour l’intégrale complette de 
la propofée f = F: (S i.S'i); ce qu’on pourra fa- 
cilement vérifier. 

5 °. Si les fradions ~ ne renferment , l’une 

que y èc u *, l’autre que x & u , on cherchera les fac- 
teurs de dy — ’-^-duy dx — d«. Ayant nom- 

- méf*2& i *2 ces fadeurs, fi l’on fait enfuite /*2 dy — 

du — dS2, /*2dx — — - — du^*dS2; 

P ** 

on aura pour l’intégrale complette demandée % = F : 
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(S2 , S* 2). Ainfi pour intégrer QX 4- RY~*. 

d? dx ‘ 

où V, X, Y fignifient toujours 

les mêmes chofes , & où les quantités Q & R font 
fondions, l’une de y, u, l’autre de x , u; on cher- 
chera les fadeurs de dy dx—~— & 

j yv * xy * K 

lorfqu’on aura trouvé de cette maniéré S 2 & ^2 ; 

on fera %=F:(S 2, S 2), & on aura l’intégrale com- 
plette demandée. 


Soient 


A\ 


d K 


—p> =q; on deman* 


du dx r 9 dy 

de l’intégrale complette de npq = i . On tire de cette 

équation n — ; & , à caufe de d ? = n d u -f» 

pq * 

pix-bqdy, on a d%= — ~4-pd:«r4-?dy, &par 

pq 

conféqfjent q = — ^~ px + qy —J'Çxdp -bydq 
udp . udq \ 

■— — — — ]• Cette transformation nous ap- 

P 9 P 9* / r 

prend que ~ ~pT~) dp -b 0 ~ir) dq doit 

être la différentielle exade d’une for.dion de p & q. 
Nommons S cette fondion; & nous aurons i?=px-b 

, u 0 u dS u 

qy H S* * -r— , y- 

vu v 1 a dv J 

dS 

dq 


pq p 1 q dp •+ pq » 

Il fuit de tout cela que fi nous prenons une 

fondion quelconque S de p 8 c q, nous aurons pour 

u 

— -h 

P ? 


réfoudre le Problème les trois équations x — 

Rr ij 
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Sa« 

dS 

'dp ,y ~ 


Do C A Z> C U E 
u dS 


pqt 


+ 


iq 


a 3 « dS 

& l ~~ — -+- P U 

pq ^ dp 


dS 

iq 


— s. 


Si nous voulions une des intégrales particulières 

de cette équation npq=i, nous ferions , par exemple, 

« n dS dS 

S— conltante .pour que— — =o, = o,&nous 

dp dq * 

-aurions d’abord les deux équations p t qs=z~^,pq i sa 


— , defquelles nous tirerions p 5 q , =s-îil 
y 7 xy 


pq=: 


(17) 5 & p ar c ° nf ^ uent p — (~-) » 

î= (“T*)» î =3 V( ux y) — Ci cette va- 
leur de j fatisfait évidemment à la propofée. Il n’eft 
pas moins clair que fi l’on prend q = 

3 V' / [(w-4-<z)(*-4-i)(jy - +"0] — C, qui e/l une va- 
leur de q un peu plus générale que la précédente, on 
doit aufli fatisfaire à la même équation. 

Il y a d’autres intégrales particulières de la même 
équation npq=i , auxquelles nous nous arrêterons 
à caufe de leur fimplicité; ce font celles qu’on trouve 

iS 

en prenant S=: 2 c\/pq. En effet, à caufe de = 

dp 


cy/q dS c \/p 

— ; — , —, — = — 7 — , on a alors les trois équations 

VP dq y/q 

u cy/q u cy/p 

X . P 1 ? VP * ^ pq 1 ÿq * î= " 

3 u 


3 U ^ ^ 

Or en multipliant les deux premières l’une pat 
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Tautfe , il vient xy = -S-~ -f. — üü p. c », ou , 

P 1 ? 1 p?*/p? 

t * *eu - , u* 

p î ^__ c » P IV Pt = - x y__ ga i d’où l’on tire 

& comme on peut permuter les trois variables erv- 
tr elles , il eft vilîble qu’on a auflî ces deux autres 
intégrales particulières f = 3ÿ /, [>(ci = fc:j/ uy )*], 

C eu a peu près ainfi que M. Euler réfoud ces Pro- 
blèmes dans le troifiéme volume de fon Calcul In- 
tégral; -je ne fuivrai pas plus loin la méthode de ce 
grand Géomètre ; celle dont je vais me fervic eft 
tirée d’un Mémoire que j’ai lu à l'Académie dans lë 
courant de J 77 2, Voici le titre des Ouvrages qu’on 
avoir alors für cette partie importante du Calcul Inté- 
gral : un Mémoire de M. d’Alembert, cité page apy ; 
le troifiéme volume du Calcul Intégral de M. Euler 5 
les Recherches de M. de la Grange fur la nature & 
la propagation du fon, qui fe trouvent dans les trois 
premiers volumes de Mélanges de la Société Royale 
de Turin; un Mémoire de M. le Marquis de Conaor- 
cet , imprimé dans le volume de l’Académie de 1770. 
Depuis , MM. de la Place & Monge fe font occupés 
des mêmes queftions. Le travail de M. Monge a 
déjà paru dans le cinquième volume des Mélanges de 
la Société Royale de Turin. Les Mémoires de M. de 
la Place fur le Calcul Intégral que nous avons eu 
occafion de citer dans cet Ouvrage , doivent faire 
defirer de voir celui dont il s’agit, & qui paroîtra 
dans le volume de l’Académie de 1773. 
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83. J’imagine entre y , x & une fondion de ceï 
variables que je nomme l’équation [B)-+-F:(u )=0 
qui renferme une fondion arbitraire. Je différentie 
cette équation deux fois, l’une par rapport à^, l’autre 

x . , d(B) d* 

par rapport a x\ ce qui me donne — « 4- F : 

dy dy 

d(B) à» 

(«) = o , — 4- — — F' :(«) =*0; avec ces deux 

dx dx ' 


J/D\ 

équations j’élimine F‘;(«) , & il me vient — 

d y 


d(B) v , d» dm 

r —t — = O , ou j ai fait pour abréger -j— : -j— = r. 


dx 


Or fi nous fuppofons d(B)==-^— - dx ■+■ ~-—- dy~b 

éfB) d(B) d(B) d(B) dr 

— - — d z, nous aurons — j — = ■■ 4- 1 

dz v. <7 dy 

d ( B) d(B) d(B) d* 


d* 


d* 


d? dx 


cédente deviendra ■ d 
d(B> d(B) 


dz dy ’ 

; & l’équation pré- 

• « * 

. d(B) dz , 


dz dx 
— o. Nous allons faire ufage de 


dy dx 

cette transformée pour intégrer complettement l’équa- 

fion M -jj 4- N -£j 4 - V=o , dans laquelle M, 

N font fondions de x ,y, & V fondion de x, y, 

U faudra multiplier cette équation par un fadeur 
-, puis il faudra la comparer à la transformée , ce 

à(B.) „ 

= N* > 


qui donnera — - y - - =M-ÿ, — r 


d\ 
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x —— =r On tirera des deux premières 
dx 


é(B) J( B) 

d y 

A ( \ 

équations Mr+N= o; la troiCéme deviendra — j—~ 

_ r .J {El. — c JE— ; & le Problème fera ré- 

dx M il . ' 

duit à trouver pour u & ( B ) des valeurs qui fatisfaffent 

d(B) 


aux deux équations M -4- N - 


:0,M~ 




d(B) 


d(B) 


= 50 . 


d* dç 

Pour fatisfaire à la première, on prendra *=8$» 
S étant l’intégrale de la différentielle Mdx — Ndy 
multipliée par un fadeur //• propre à la rendre exade. 

Mais = 


dx 


dj 


en mettant dans cette équation pour 


leur — 


N d (B) 


M dx 
d(B) Mdx 

dx 

d(B) dS 


V df B) 

~M d^~ 
Ndy d(B) 


d(B) 

dy 


d l 


fa 


va- 


+ 


, on aura d (B) 


-4 


( 


d ï •4 
Vdy 


Vdy 


) 




M 

. On re- 


Jlf d t 

d(B ) 

dx pM. ' d\ 
gardera S comme confiant , ce qui réduira l’équation 

d(B) g . Vdy \ 

précédente à celle-ci d(B)=— - — — -jjj — J > 

Sc il ne fera plus queftion, pour trouver (B), que de 

Vdy 

chercher le fadeur de la différentielle d \ -H — 

( dans laquelle on mettra auparavant pour x fa va- 
leur en y & S tirée de f(pMdx — v Ndy)— S ) 

R r iv 


1 
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en regardant S comme confiant. Si la différentielle 
exade qu’on trouvera de cette maniéré efl d T, T= 

F: (S) fera l’intégrale complette de M-~~- H- N 

»4-j7=o , M, N étant des fondions quelconques de 
x,y, & V une fondion quelconque de x,y, f. 
On auroit pû mettre dans l’équation d (B)=* - 


d(B) 

dx 


j . d(B) J , d(B) d(B) 

d X h T^—J-y H JZ — “ï* P our 


ày 

M d(B) 


fa valeur — ■ 

N 

roit donné d(B)=:— 
d (B) /. . Vdx 


d% 

V d(B) 



A \ 

Mdx—Ndy 


dx 


, ce qui au- 


dK 




+* 


N 

'dx \ d(B) dS 

N ) dy /*N 


d (B) 


i & tout fe feroit réduit à trans- 
former la différentielle d \ • 


Fd* 


N 


en mettant 


pour x fa valeur en y & S, & à chercher enfuite le 
fadeur propre à la rendre exade en regardant S 
comme confiant. Si de cette maniéré on eût trouvé 
pour différentielle exade d9, on auroit pris 0= F: ( S) 
pour l’intégrale complette de la propofée. Il ne fera 
pas inutile d’éclaircir ce que nous venons de dire par 
quelques exemples. 

i°. Si F=P?'-+-Q, P & Q étant des fondions 
quelconques de x & y ; il s’agira de rendre exade 


la différentielle d \ 


P Q 

\ày -J- dy, oucelle- 


M 


P Q 

ci di ■+■ dx. Je fuppofe qu’ayant 

mis pour x fa valeur* en^ & S, la première devienne 
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P» Q' 

<tl + -jçp-ldy + -jp- dy , qui a pour fadeur 

f P' rf y 

e-' m< J ; ou qu’ayant mis pour y fa valeur en x & S f 


la fécondé devienne dg-H ^ 


d x; 


(N) 1 (N) 

qui a pour fadeur e A^)' d *. On aura donc T=r 

+// -gril, I = , 

<«) 


(N) 


dx; & pour intégrale complette 


?=e~fjF d y (F:(S)— J'Jw d ySLdy'), ou 

l=r’fm dx (Fi(S)—f J TW dx j^)dx, 


comme nous l’avons trouvé n°. 5-4. 

2°. Soit propofé d’intégrer les équations Y 

X p-=Z & X~- 

dx iy dx 


il 

dy 


:Z,oùles quantités 

X t Y,Z font chacune fohdion d’une des variables x,y t 
j. Pour la première, il faudra rendre exades les deux 

Zdy 

différentielles Y dx — Xdy & d$ — — - - , dont 


l’une a pour fadeur 


& l’autre -5-. On trou- 

A 1 


g\ d y 

— J~y ’ ^ “ 

& P our ^intégrale complette de- 
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Mais pour intégrer X-^~ = Z , il fera 

plus (impie de chercher S & 8 en rendant exades les 

Z dx 

deux différentielles Xdx — Ydy & d\ =r— , 


dont l’une a pour fadeur l’unité & l’autre —jr\ on 
trouvera de cette maniéré pour l’intégrale complette 
demandée J~ =F:(fXdx — fYdy). 

3°. Si M & JV étant des fondions homogènes de 
k &c y de même dimenfion e, & Z une fondion de 
j feul , on fait dans la propofée V Z ; il faudra 
prendre y=*=ux, pour avoir M=xx‘U, N=.x e \J' , 
où U & \J' ne renferment de variables que u. On ti- 
rera de-là Md x — Ndy=x e ([U — uU']dx — 
U'xdu) , qui a pour fadeur 


dx 


— — — 77— . Donc dS— 

x e -*- 1 {U — uU') x 


U'di 


7 

&, à caufe de d f -1- — — r- ==• d j ■+■ 
NI 


U— u U’ 
Z(udx-hxdu) 


x e U 


on aura 


r=/4+/- 


udx-hxdu 

W/ 


, où l’intégrale 


, udx + xdu r 

de -—q lera prile par rapport a u apres avoir 

mis pour x & dx leurs valeurs en u, 5 , du & dS. 
Soient, par exemple, M = x 1 , N= xy; on aura 

e= 2 , U — 1 , U=z u, & dS = -,) 

X I — u s 

d’où l’on tirera e s =x \/ ( x — u On mettra pour 

x bc dx leurs valeurs dane , & on aun 

x* 
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!a différentielle e~ s ^udS\/ (1 — 

dont l’intégrale, prife en ne faifant varier que », fer» 
t s A fin. u. Ainfi dans ce cas particulier, on aura 

pour intégrale complette — 

A fin. —=F:(x i — y 1 ). Lorfque U — ul 7 '=: O, on 

Jfà y * ■ * * 

a — — = — , ce qui donne M— Py, N—Px, P 

iV X u 

étant une fonction quelconque de x Scy. Alors Mdx — 
Ndy sss:P(ydx — x dy ) , différentielle qui devient 

exaéte étant divifée par Py 1 , & on a S=s-^-. Il 

y 

ne refte plus qu’à intégrer ~ — h ~~ . après avoir 

'Z Py 

mis dans P pour x fa valeur y S. Si , par exemple, 

j /- * 1 ^ - // 

la propoféè étoit xy x * -j— +Z = o, on 

auroit P=x & -A—= dont l’intégrale, prife 

en ne faifant varier que y, feroit — — =a= » 

* 

On auroit donc pour l’intégrale complette demandée 

/4--r+'*(y> . . : 

4°. Je propoferai pour dernier exemple d’intégrer 

l’équation y -b x 4- — o, 

J dy dx (* ~t~y 4 ) t 

v „ xr m v V(.* x + -y'\'y y . 

' M V{x x -+-y*) 1 
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U eft clair que S= — - ; il ne s’agit donc plus que dé 

chercher le fadeur de " 4 ~* — en 

\S(S*+y*) i 

regardant 5 comme confiant. Or ce fadeur eft 
~r rr — rr » on aura donc T = C - — — -t- 

f -T siÿï = l/(s-+f)+ V(S‘+y ), & 

V '(**■+ ~y , V') m ^ m ]/ r ( x *‘+ m y*)=yF : ferafin- 

tégrale complette demandée. De l’autre maniéré, on 

auroit eu à chercher le fadeur de dz 4- — 1— . 

✓(** y*) 

. qui , en mettant pour y fa valeur ~ , feroit de- 

j_ . xdx „ . 

venu fl{ + - //Cj . . — ?r— , & auroit donne 






y/(x»+j>»^) 

t 

H" > c’eft-à-dire que de cette autre ma- 

• ^ »• 
mere on auroit trouvé un réfultat abfolument con- 
forme au précédent. 

84. Si (A) -h F: (&>) =0 eft l’intégrale première 
complette d’une équation du fécond ordre , (fl) renfer- 
mera néceflàirement * , y , f & les différences partielles 
d\ i\ 

' m jj~ que nous nommerons * , C*. Alors à caufc 
, A/ns à(B) . HB) , 

de dfB)== ~77~ ix ’*— JJ-b- 


J(B) 

d î 


dï-h 
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MB) 

da' 

de 

-dC, nous 

aurons • 

d(B) 
dy 3=3 

if B) 
dy 

«MB) Zf 
M dy 1 

d(B) d l i 

d a! dy a 

4- 

d(B) 

dC' 


d(B) 

i(B) 

, - » - 

d (B) 


i 1 

dydx 

dx 

dx 

‘ *T" * 

M 

dx 

H- 

d(B) 

. ** 

d(B) 

d x i 



dol 

dydx ' 

de 

dx * 

■jWl OICLCUUC 

ces v** 

leurs dans l’équation 

d(B ) 

b 

— 

r i(B) 

dx 


3, nous 


la changerons en celle-ci. 


d(B) f T f d(B) d(B) \ d*x 
ia! dy 1 \ dC r do! ) dydx 
à (B) , d(B) d? d(B) d* f , 

dC' d** d{ r di dx 

d(B) d (B) 

— j r — - = o. 

dy dx 

Nous allons faire ufage de cette transformée pour 
trouver tous les cas où les équations linéaires du fé- 
cond ordre peuvent avoir une intégrale de l’ordre 
immédiatement inférieur. 

On peut repréfenter toutes les équations linéaires 
du fécond ordre par celle-ci. 




+ B ' dL. -t-C’-g- 

dans laquelle A,B, C, B' ,C, V& IV font des fonc- 
tions dejy&x. Je multiplie cette équation par un fac- 
teur ÿ, & je la compare enfuite à la transformée pré- 


cédente , ce qui me donne d’abord 


d(B) 
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Du Calcul 

0 

d* 

- <tr Â 

dC 


d(B) «,R J(B) 


j«ti n JgL = *A, -i^L^C^r + B). & 

quer çft donné par l’équation du fécond degré Ar'-+- 
Br-+-C= o. Ayant r, il fera bien facile de trou- 

s J M d M 

yer v au moyen de l’équation ~jy — r = o , 

en fuppofant toutefois qu’on connoifle le fadeur pro- 
pre à rendre rdy-bdx une différentielle exade; car 
ü l’on nomme a ce fadeur, & que l’on faflè ardy-b 
ndx—db , on fait que u> — b fatisfait à l’équation 
dm d t 

TT 


r — =0. 
dx 


acB) 


dy 


r , d e ft une fondion du premier 


dx 


ordre ; je lui donne la forme fuivante , * i 

à (B) 


II 

dy 


& j e fuppofe h*i 

“t" f I — "Ÿ C ! I — Ÿ ^ } 


dx 

rflï , 


a (B> 

d i 


a(B) 


=^B' — *i, 


Xl— — ■* IV. I\ fuit de-là que ■ 

& qu’on a de plus les trois équations )= 

«I r-f-C i , ■* V= $ i , Xi-b*lV=o. 

Je ferai pour abréger /4r4-B=B(i)> B'r-j- 

-, J/4 dA , d* 

C'=C'(l),— r— = A, SCC.— 


dx 

d ■* • d ■¥ d' Y 


dy 


r -r — cela pofé, file 

dx ' dy dx 
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fadeur ne (fait être fondion que des feules va- 

riables^y & x, * -+-B (O fera la 

fomme de tous les termes de (B) qui renfermeront 
des différences partielles du premier ordre ; ôc on 

aura <ti=^+ tÂ C I =*B(j;*H-*£ (i). 

Donc — dans la même hypo- 

thèfe , fera le terme de (B) qui renfermera f j & 

après avoir fait pour abréger B' — À~B'{2), on 

aura 4 i = 'J'B'(2)4-(B'(2) — À)* — Av, ou 

=B'(a) 'ï"+-B'(^) ' y — A-i , en faifant encore 

pour abréger B'( 2 )—À—B '( 3 ). Nous avons trouvé 
plus haut <j>i =4- ^; nous aurons donc l’équatipn 

(1). . . (V— •B'( 2 ))* — B’(3) 

Celle-ci ■ 4 'C'(i)=«ir-f-Ci, après avoir mis pour 
si & Ci leurs valeurs, & avoir fait pour abréger 

C(i)—Âr—B(i)=C(2) t Ar+B(i)=:B(2), 

devient (2) C'( 2)* — B(2)* = o. Voilà 

donc deux équations I & 2 , dont l’une fervira à 
trouver le fadeur & l’autre fera l’équation de con- 
dition qui devra avoir lieu pour que la propofée ait 
une intégraleigfe l’ordre immédiatement inférieur. 

_ • • 

Soit ÿ=JC; à caufe de — .r -^- , on a 

ij dx 

—fK' dy , K' étant ce que devient K après avoir 
mis pour x fa valeur en y 8 c b tirée de l’équation 

f(ardy~hadx)=:b. De même, * étant égale à 
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— , on a v—fdyfK'dy. En mettant 
dy dx 

ces valeurs de *, * dans les équations i & a, 

elles deviennent ( V — B ( 2.))fdyfK ' dy — B\ 3 )fK'dy 
+AK'= o, C2fdyfK'dy — B'(2)fK'dy=o. Or 

B'(î) * 

fi je fais * — a 1 * ; — 0 * * 

B' (0 


C (t) 


y— B-(*) K — B'(i) 

= fl2, & que je nomme a'i, i»'i , c'a ce 


que deviennent aï, b 1 , a 2, lorfqu’on a mis pour 
x fa valeur en y & b, j’aurai les équations fdy fK'dy— 
ai[K'dy-+-b'i K' =0 , fi yfK' dy—a2/K'dy = 0 , 
qui étant différentiées par rapport à y , donneront 

0 -■%-)**, -O*-* 


a' l 


En faifant encore 


db' 1 

~îy 


il! 1 


■ a=a 1 , 


b' 1 


iJa'i 


= b”i; 


a » 


da't 


dy dy 

. = a" 2 , celles-ci deviendront 


dy 


dK' 


fK'dy—a'i K'+b" 1,— = o ,fK'dy*-a n 2K = 0 , 
& donneront, en diflérentiant par rapport , 


w--(* 


d*K 


**’»— =°- 


db"i \ dK' 

' dy ) dy 

'<*) 
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C^i 


dK' 

dy 


= 0 . 


Donc K' fera donne' par l’une de ces deux équations 

entre ,.^.; y & b > 9 u ’ on peur regarder comme étant 
aux dinerences ordinaires; car puifqu’il n’eft quenion 
que de fatisfaire aux équations de condition, on doit 
pouvoir y fuppofer b confiant. 

ne . n ° u ® reft e plus qu’à déterminer le terme de 
(tf) qui neft fon dion que de x,y, nommons- le Xi 

& , à caufe de r ^ y. . 

dy H7~~ * I= =— nous 

aurons X— — fvlVdy, en faifant attention qu’avant 

a intégrer par rapport à y, il faudra mettre dans 

pour r fa valeur eny & b tirée de /"équation f(ardy 

adx)z= b. Ainfi l’intégrale première complette fera 

’ 4y ■+■ + 

F : ( b) ~ f 'ftVdy. 

Nous avons intégré (n°. l’équation du fécond 
. o 1 ? d 1 ! 

ordre — <l ~JÏ~ * ^ nous ,â P renons pour 

exemple, nous trouverons A= 1 , B = o, C — c* 

& les autres coefficiens nuis ; nous aurons pour dé- 
terminer r , l’équation du fécond degré r 1 c J =o, 

qui donnera r — ^-c,&c par conféquent />=-(- ry -4- .r. 
De plus, à caufe de B(i) = +c, B( 2 ) = -^2c* 
& de.C (1), £'(2), £'(3), C'(2) qui font nuis] 

les équations 1 & 2 fè réduiront à celles-ci, ÿ = o, 

' i '~ o» auxquelles nous fatisferons en prenant * = 1 ; 
nous trouverons enfuite ces deux intégrales premières 
complettes ( car les deux valeurs de r ont également 

,ICU J “ 7 ~ +c-^~-hF':(x-i~cy)==o, 

Ss J 
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c _!i — cy)= O, defquelles nous tirerons 

ix d 
2J±~*-F:(x+cy)-hfi(x— cy)= 0 , 2c— + 

F '.( X +. C y') — f':(x — cy = 0 , Si par conféquent 

2a^-(ïdy + dx)F':(x + cy)-(cdy-dx)f: 

C y) , qui donne évidemment 2 c^—— F:(x-+-cy) 

f.( X — cy ) , ou, ce qui revient au même, puifque 

les fondions défignées par F & / doivent être arbi- 
traires, ? = F: (*-+-cy )-*-/: {x — cy). 

Si je prens pouf fécond exemple 1 équation — 




- — — = o; j’aurai A=i, 

“ 7^ ’ * rfjr ^ ** d* 

B = o , C = — A*, £'= — > c '—~’ ’ 

— o , & pour déterminer r l'équation du fécond 
degré r z — h* = Q, qui donnera r — h ou r = 
En faifant ufage de la première valeur de r, 

je trouverai b= hy -1- ar ; puis B(l)=h, A= 0 , 

B(i)=o, C'(i) = 2il, B'(i)= 

3) = V> c '(^=-T-- B(2 > = 2 *- 

* h* h • 

Les équations I & 2 deviendront — ÿ — * 

^4- — n — — ^=0. Je ferai ÿ=F, d’où 'F= 

X 

flCdy, en mettant dans la fécondé équation pour 
.v fa valeur b — Aj, je la changerai en celle-ci, 
A /’K'dy — /jy)K'=o, de laquelle je tirerai, 

en ne faifant varier que y , 2 h K — ( b — h y ) — o , 
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& K'=. 


Donc ÿ=s- 


(b—hy)> ’ w “~ * À(£— hy) hx * 

comme cette valeur de * fatîsfaic aufll à la première 
équation de condition , il s’enfuit que la propofée 

a pour intégrale première complette 


dy dx 

hx F:(hy-+-x) = o. Celle-ci érant intégrée donnera 
? = — f hd j(f'y-*-S)Fi{2hy + S)-+-f:(S), S 

étant égal à x — liy ; c’eft pourquoi, fi au lieu de 
la différentielle h dy (hy -H- S) F : ( 2 h y S) 
j’écris hdy(hy -f- S)<i:(2hy -+- S), dont l’in! 
tégrale , prife en ne faifant varier que y , eft 
hy+S , 

z Q : ( 2 hy -h S) — j : (2hy-{-S)i j’aurai 
T ~ ~ ^ : ( x ~t~ty)‘+ m i<pi( x -i-hy')-+‘f:(x — hy) 

qui eft la valeur complette de j dans l’équation -^-1 — 

dy z 

, d 1 ! h d? h dr 

h ~ h ~7’7i + ~-d7 ==0>S[ j’ eufre P rîs 

r— — h, j’aurois trouvé b=x — hy, puis B(i)=h . 
C'C 0=0, A— o, B ( 1 ;== o , jS / ( 2 ) = — - — , 

X 

B'C3)=i-, C(2) = a> 

B (2 )— — 2 h. Les équations 1 & 2 feroient deve- 

h 1 h • •• • t • 

nues ÿ — = <f = o; mais ÿ = 0 

X 1 X * 

donne ^r = b qui ne fatisfait point à l’autre équation 

de condition ; donc , &c 

Soit propofé pour troifiéme exemple, d’intégret 

. d 1 7 x 1 d 1 f d? i dr 

"équation — h - 

dy * y* dx* x dy y d# 

Ssij 
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_l. JJL — o. On fera A= i , B=o, C-- 

*y 


y' 


£ — _L , C' = ,^= > IV— o i & , a 

x y xy 

x* x 

caufe de r’ = o, on aura ou r= — , ou 

y 2 J 

r — —• En faifant ufage de la valeur pofitive 

y 

de r, on trouvera b — xy\ puis A — o, B(i) = 


I 

X 


7.C'(a)=y,B( 2 ) 


if. C'(i) = o,B'( 2 ) = 

y y 

J 3 '( 2 )=— , B'( 3 ): 

XJ 

— _lf_ ; & pour équations de condition * — 

y x y 

_1_ ^- 4 -^ = 0 , —4- — 4 - = O. Si l’on fait 4-=^, 

* y 

on aura '*=fK' dy ,& fK'dy—yK'=o, qui donne 
évidemment K'=b, & par conféquent *==by=xy\ 
Cette valeur de fatisfait à l’autre équation de con- 
dition ; donc xy 1 H- x l y ~~ -h(y"- — «JOT+ 

F:(xy) = o eft l’intégrale première complette de 
fa propofée. , 

Le quatrième exemple fera d’intégrer l’équation 
* ï . 


<J*r 

r ~jzr~*~ 2x y 


i 1 1 

r 1 — = o. 


Alors on 


dy a ‘ ~ y dx 1 

aura A— y 1 , B = 2xy, C=x 1 , B'— o , C'=o, 
J/= 0 , H' — O ■, & r fera donné par l’équation 
, 2 A-jr-i-.r :i = (7r-4-jr) 1 =0 , d’oir l’on tirera r = 

- — — , puis b — — .De plus À—2y,B(i) — xy, 

* "V 
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B( i) = 2x, C'( i) = o, B'( 2)= — 2 y , B'( 2)= 
— 2, B'( 3) = — 47; &, à caufe de C'{2)=o, 

B (2 )— o, il n’y a qu’une feule équation de con- 

• • • 

dition , favoir , 2^ + 4 y'* -\-y x = o. On fera 

'î'=K, pour avoir * =:fK'dy , ^=fdyfK'dy ; 
ces valeurs étant fubftituées dans l’équation précé- 
dente , il en réfultera. celle - ci , 2fdyfK'dy-±* 
4yfK'dy-\-y 1 K'=0, qui, lorfqu’on aura fait dif- 
paroître les lignes d’intégration , deviendra 1 2 K' •+* 

' àK! d 1 K 1 _ .. , r . c x 

8 y — - h y 1 — ; =0. On fait qu on latisfera a 

dy dy x 

l’équation précédente , en prenant K!=y K , & x fera don- 
né par l’équation du fécond degré >'-h7 x-+-i2 = o, 
d’où l’on tirera * = — 4 ou *. = — 3. En fe fer-, 

vant de la première valeur , on trouvera = -y- » & 

pour intégrale première complette y -H* — f* 

6 yF: ^=0. L’autre valeur de x donnera *=* 

— — qui eft aufli un des fadeurs de la propofée ; fi 
l’on en fait ufage , on trouvera cette autre intégrale pre? 

m *er — ?-4-2/: (y ) = O. Avec 

d\ 

les deux intégrales trouvées , on, cliaflèra y -y — f* 

ar ,&onaura ?=2/:^y^ — ÇyFî^y^» ou 

mieux 3=/: , qui eft la valeur 

S s iij 
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complette de f , telle qu’on l’auroit trouvée , fi on 
eut intégré l’une ou l’autre des deux intégrales pre- 
mières. 

Je propoferai pour dernier exemple d’intégrer 

. . d*? é 1 ? d 1 r 

1 équation y' —y’T 2 x y ' ' vl 


hy 




■hx 


% 


dxdy 




dx 1 


-H 


On fera A=y*,B-- 


dy dx 

2xy , C=x z , B'=hy , C'=hx, P==»i; &, à caufede 

X X 

(yr-\~xy = o, on aura r= — , b — — ; puis 

y y 

À— 2 y, B(i)=xy, B( i )= 2x, C'( i ) = o, 

B’(2')=(h — 2 )y, B 1 (2) =h — 2 , £'(5) = 
(li — 4 )y , C’( 2 ) = o, B( 2) — O. Il ne refiera 
qu’une leule équation de condition qui fera ( i — 

h-h 2 ) ÿ — ( h — q)y'*‘-hy 1 H'=o. Je ferai ï‘=K, 

d’où ÿ = l"K'Jy , V-f dyfl<Jdy\ & par ces fubftitu- 
tions je changerai l’équation précédente en celle-ci, 
(i-h-h 2) J dy f L\! d y — ( h — 4 )y/K'dy - 4 * 
y 1 K'—o, qui, lorfqu’on aura fait difparoître les li- 
gnes d’intégration, deviendra ( i — 3/1-4- 12) K' — 

„ . „ dK' d* K' . , 

( h — B) y — — -j— — =0 , a laquelle on doit 

fatisfaire en prenant K! =y K . En effet, x fe trouve 
être déterminé par l’équation du fécond degré i — • 
^h-h 12 — (h — 7 ,) x -4- x 1 = o , qui donne x = 

’ — — ^ - O’— 41], ou x=— - ± 

* 1 

en faifapt pour abréger }/[(h — 1) 1 — 41]=/ i 


1 

x 


donc 


h —— c 


A — 5±^i 


7 -y 
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* — i . £_ 

— y ^ — i. On aura pour 


<A — ï J=t i')C^ — î— *'>. . . . _ 

. d\ h — i -i— i 

intégrale complette y — r — -+-* — f 


t*+ 


à y ’ dx 
(h—<;±zi')(h — î z± ï) 


g 

TF 


<y) 




*— ? 


1 

■. y i ■ rfIVy~ T à laquelle je puis 


donner cette forme plus fimple y— f* 

i=si î H-,=^ î = F fF.(i)-‘ ' 

■ ■ A i i t r A " ] | V ( t % ^ t 

^ i T flVy ~ — T dy. J’ai donc, a caufe de 
J’ambiguité du (igné , ces deux intégrales premières 

d? d? h — i — i' , zi-i±_L — il „ 
y ~rr~ +‘ X ~7T^ : * * F: 


dy dx 

(JL )_,=¥ 


* — 1 _L. i’ , 

7 WfT—^TÜy, 


dy , 


dy ' dx t 

/ x \ —A .z t l -+- — /• ri-/ — il 
(-) = ^ » */**> 1 

qui f en éliminant ^ —p — b » me donnent i {•+» 


*■— A «+• I 

7 1 


{y 1 fWy % * dy — 

y TfIVy~~T~ T dy ^ . Mais en intégrant féqua- 
<f* é? , h—i+zi’ , + 

tl0n >— 1 +*-j7-+- — ; — f+J 1 ■ 

F<JL)=^^W-^ ±f ‘ f > 

7 " - Ssiv 


on 


Digilized by CoogI 



648 Du Calcue 

njî±j.r -+-— r ( x \ t ~ji_ 
trouve ?=j y * [y — */: ± yy iF: ' 


(— )-Hy— ify^ 1 l àyflVy » — .<ty];de 


-f -i — i 


dyfWy z — dy— - 


plus , fy 

(y~*~ 1 f Wy~T~ T dy — -flVy~~T~ ~ + " T d y) ; 

donc i i=y » [Vy-*- T f: -j T F: 

(— ) ^y^TfWy x -^~Tdy Hh 


f » x h — 3 ~r* x -i 

jy— TJ Jfjy * Tffy J. A caufe de l’ambiguité 

du ligne , on tirera de là deux valeurs de j qui feront, 
comme on le verra^ aifément , identiquement la 
meme choie, & coïncideront avec celle qu’on a trou- 
vée un peu plus haut. S’il arrivoit que t fût une quan- 
tité imaginaire, on fè ferviroit des fubftitutions dont 
nous avons parlé dans beaucoup d’endroits de cet 
Ouvrage, & fur- tout dans les articles 45?, yo & yi; 
il pourroit auffi arriver que i fût =0, alors l’inté- 

. 1 • 1 • é? à? h—~ 1 

grale première deviendroit y — H x —j 1 ç 

— h- f- 1 / X \ — A + I _ A — 1 

•+- y ï F : ^ — -j=y ï f JV y~ dy, & 

donneroit ? —y » — y F: ^ “H 

y pVy—T dy —fWy~T~ djy). 

8 y. En général, foit (E)-+-F:(u) = 0 une équa- 
tion aux différences partielles , de l’ordre n — 1 , entre 
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<3eux variables y 8c x , qui renferme une fonéBon 
arbitraire ; pour trouver 1 équation de l’ordre n dont 
elle eft l’intégrale première complette, on mettra 

dans I équation r — o , ou r = 

dy dx 

d<* à* d(B) „ d( B) , 

—, — •• — — *, pour — & — leurs valeurs 

dy dx r dy dx 

qu’on trouvera de la manière fuivante. On nommera 
? la fonction de y , x que (B) renferme avec fes diffé- 

d ” — 1 7 d" — 1 7 

rences partielles ; on fera —==«', — = 

dy” — * dy" — *dx 

C >. 

b • • • • — — - = er ; = et ; 

dx n — *♦ dy* — 2 

J'- 'î _,n d'~^ 

dy — \dx dx— * ~ ’ 

& on aura 

d(B) i(B) d «ï <1(1?) d n j 

dy da! dy n d£' dy n — dx 



, £) d*x d(B) d ? i(B) . 

do-' dydx n — 1 C d\ dy dy * 

iLÜ = Ü^L -1 dcB) Ja? 

d* d/ 1 — 1 dx dC' dy n — z dx 1 

da' dx" dj dx dx 

Ces fubftitutions faites, il viendra l’équation (z4) . . . .1 
A (B) d"x / d(B) a (B ) \ d n, { ^ 

d*' dy* if r da 1 ) dy n — l dx 

(• • • • 
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+ 

/ d(B) 

d(B) \ d»j d(B) d*? 

V dn‘ 

<*/ 

/ dydx n — 1 ds dx' 


é(B) 

T * 

* r I 

( d (B) d(B) \ 

•T* 

d«" 

d^ n — 1 ‘ 

V d C" - r da" ) dy—'ix 




i(E) d— «r , 

i 1 
r a a 



r d/»’’ dx* — 1 

l* 

mJLm 

d(B) 

. Ji r _ 

d(B) d? d ( B ) 



dy 

d$ dx dy 


r 


«J (B) 
dx 


o. 


qui a pour intcgra’e première complette CB)-}- F: 
(u) = O. Je vais fait# ufage de cette transformée 
pour trouver les cas où l’équation linéaire d’un ordre 
quelconque 


dy " — 1 dx dv n — *thc x 


dy n 


„ d n x _ é" ? 

•+- S - -4- T 


dy n — 1 dx 1 


dx" 


dydx " — 1 

d n — 1 7 , d n ~ 1 ? 

-t-B' , . * -t- C ■ — - — ' 


dy — 1 


dy — 1 dx 


dn — I ? dn — I, 

4- s - , . \ — h r < 


dydx n — * 


dx” — ' 


An — * y 

•+■ C " — — — - — 


4-S — - , . \ — h T 1 ' ' t 


ày — t 


dydx’ 1 — J 


dx" — * 


r- 

* )’ _lL -f- T ( " — 1 — 

d> dx 

+ Vi = iV, 
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dans laquelle les coefficiens des différences partielles, 
aufli bien que V & tV, font des fonctions quelconques 
de y &c x , pour trouver, dis- je, le cas où cette équa- 
tion a une intégrale de l’ordre immédiatement inférieur. 

Si on multiplie la propofée par un faéteur * , 
& qu’après cela on la compare à l’équation A, on 


d (B) d(B) 

aura premièrement = * A, 

fi et 1 

* (Bi 


dff 


d cl' 

d CB) 


d(B) 


=*S, — r d’où 

d 9 


d P ' 


• d (B) , d { B ) 

Ion tirera—— — A, — — ; — = * (Ar-j-B) 

da G b' 


à(B) 

— — — = *(Ar*-'+Br *- *-+- -hS)î 

a.9 

& r fera donné par l’équation du degré n , A r n - f* 

B r” ~ 1 -h Cr n *-+- -+-Sr-+-T=o. 

Pour trouver a > , on cherchera le faéteur a propre 
à rendre rdy-\-dx une différentielle exaéte, & fi 
l’on a ar dy adx — db t on trouvera u — b. Il fe 

préfente ici une remarque affez importante; c’eft que la 
propofée étant linéaire ou non , pourvu que les coeffi- 
ciens des plus hautes différences partielles ne foient 
fonctions que de x Sc y , on aura toujours une fonc- 
tion de ces variables feulement pour l’arbitraire qui 
entrera dans l’intégrale complette. 

c . d ( B) d (B ) . 

Secondement — r — étant une fonc- 

dy dx 

tion de l’ordre n — i , je lui donne la forme fuivante 
i n — 'l t d n —'t 

m . J j *4“ 1 1 ■ . - ■ . " “+■* •••••••••*•• 

dyn I dyll — tjx ( 


% 


* 
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6$2 

â n — 1 t d" — * 9 

' + ' 1 - ix —, H- i r+Xi; 


Sc je fuppofe 
A(B) 


Du Cncot 

d n ~ 
dy " 


3) , _ ijj d(B) d( B) 

d *" ^ * i ~* B » — r-_ K,=**C 


Ü£L__ r _Ü£L_L. ?I -_ ŸS '' r d (*) . 

d/»" d," + ?1 — 5 ’ 


r I =tT'; 
d(B) 


W2=^C" -^<£i-_ r ji^L * 


d-*'" 

ir 2 = *S", — r- (B) + g 2= ^T”: 

JJ// 1 » > 


do" 


d(B) 


«n — I — *$<* — «>' f _ r — ( B ï .-4, 


' d ? 

en— i=Ÿro»-iyj 4,1=*//, Xi=— viv-. 

d’où je tire évidemment 

iiiL = * fi ' _ a I , = * ( B V + c ) _ 

«tir — C 1 


d(B) 

— = * (B'r” - =4- C'r "— J -h . 


d P '‘ 
d(B) 

de," 1 


d(B) 


• • • 4— S') — 

—pii 


= * C"- *a J^LL = * (CV -i + 


H- S'') — «2r"-i~, 


d(B) 


T a; 


d? 




& les p équations que voici, 


« 
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- 4 -C' r— l + r; 4-T , )= 

« i r" 1 4 - £ i r" 1 -h 

t(C"r»- J + H-T")= 

* 2 r"~*+f 2 r”“ ,, + 4-?2 , 


-J 

Ÿ (S(— «y r ■+.T CB — * y ) = *« — ir -HC/2 — i , 
•*V=<t z. 

Je fais pour abréger 

■i4r-f- B = j3(i) , 

^^4-B r +C=CCi), 

&c 


£V+C'=C'(i). 
B'r 1 4-C'rH-D’=D'(i) , 
&c 


C"r-+-D"=D"( i ) , 
CV-t-D"r-hK , =F(.i) i 
&c, &c ; 


dj • 

d'î' 

djr 



= ^*> &c, 


d* •• 0 

r— — — •+■ , &c. 
dx 


d'V 

dy 



Cela pofé , fi le fadeur ■* ne doit être fon&ion que 
des feules variables y & x, on a 

•*•(./?*' -4- B ( i )£’-+- -4-5(1 )*■')• 

pour la fomme de tous les termes de (B) qui ren- 
ferment des différences partielles de 1 ordre n — IJ 

donc * A'ü' i • • • » 


ri^=S(i)Ÿ-f-S(04i & par conféquent 
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tff4 


[(B' — A)* — Ai]ct'-\r [(C'fO — Àr — B( l))* 
-(Ar+B( i))*]C"-+- + 


t(S'(i)— AV- 1 — B(i>r"~> — 
R( i ))■*■ — ( A r” 1 -4- £ ( i ) r" J -+* 


eft la fomme de cous les termes de 
(ÿ) renferment les différences partielles de l’ordre 
n — 2 . En continuant toujours de même, on trou- 
vera, apres avoir fait pour abréger» 


Ar-\-B( i )=B (2 ), 
4r*+B(i)r + C(i)=C( 2 ), 

&c 


Ar+B( 2 )=B(s) t 
Ar'+B( 2 )r+C( 2 )=C( 5 ), 
& c 


Ar-i-B(2)=B(4) 
Ar'-hB(3)r-hC(3) = C( 4 ), &c 
& c 


B'—À = B'( 2 ), 

C'(i) — Àr — ê(i)=C'(2) 

£>'(i)—Ar*—B(i)r—C(i)=D'( 2 ) 
& c 


C"-È(2)=:C( 2 ). 

£’( I) — È'( 2 )r — C' (2) = D' r (2’), 

E'(i)—Ê(2)r* — C'( 2 )r — D’ (2)—E"(2) t 
Sic 


# 
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D m —C"(2) = D m (2)y 
E”d)—C"( 2 )r—D'( 2 )=Er( 2 ); 

*”(i) — C"(2)r>-D' , (2)r—É\2)=:F w (2),&c 

&c 

B'(2)-À = B'( 3 ), 

(B'(2) — J)r + à(2}—B(2)=C(3), 
(B , ( 2 )—À)r> + (C'(2) — B(2))r-\-D'i2) — 
C(2) = D' ( 3) , 

&c 

B'(3) — j=B’(4), 

(B'(3 )—j)r-hC'(3)-B(3)=C'(4), 

(B’(3) — j)r*-h(C(3)-B(3))r + D'( 3 )-- 

CC3)=D'(1). 

&c. 

C(2) — B , (3)=C n (3), 

(C(2)— B'( 3 ))r-hD'( 2 ) — C'(3) = D"(3); 
(C(2) — è'( 3 ))r>+(D"( 2 ) — C\3))r-b 
£*(2)~D’c 3 )=:£"(3). 

&c 

C"C 3 )_B'(4)=C"C4), 
(C"( 3 ;—ff(4)>+D"C3)—C'(4)=D'(4). - 
(C”( 3 ) — B'C4))r>+(D"( 33 _C , (4};r-^ 

£"(3) — D'(4)=£"(4),&c 



(D' , '(2)-C''(3))r-h£" , (2)-D"(3) = E ,, '(3); 

(D'"(2) — C' , ( 3 ))^ + (E'"C 2 ) — Ê >"(3 )) r + 

F'"(2) — Ê''C3) = E'"( 3 ;, , 

&c 

D n 'C 3 ) — C"C4) = D'"< 4 ), 

(D"'( 3 ) — C" (4))r ■+•£''' (3 ) — D' , (4) = £'”(4), 
( D" ( 3 ) — C"( 4 ))'- , -t-( £ '"C 3 ) — ^"( 4 )) r + 

F"'(3)-£''( 4 ) = F"'( 4 ), &c 
& c 


&c; on trouvera, dis je, que la fomme des termes 
de ( B ) qui renferment \ & fes différences partielles, 
eft égale à ( i) 


■j* • • • 

d n — 1 
dy n — 


d n — 1 7 d n — ’ 7 

j--hC(i) * 


d n — 1 3 

dy n — 1 _r * ^ J dy n — ‘dx ' v ' dy n — >dx'‘ 


-F (S' (2) + — R (2)*) 


dy n ~ } d x 
d " — ? 


dx" — 1 


(C"(2)v— B'(3)* -h AÏ') - __ -h ( D" (2) -y 

-C( 3 )ï + B( 3 )ï- ) r£~ -h + 

(Sr(2)*—R!(3)* + Q(3) : ï) ~~\- -h 

(£>'"(2;*— < 
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— ZlL^ 

Tf-, L + - HS''(2)*—R ’( } ) -i 4 . 

vw;-r<»h-^. + 

+ c R {n ,y (a;*— Q (a — îV (3)ÿ-h ^ 

ü(n — i)*- -+-/?■*■ ) — L _i_ 

; dy 

(S- + ^ 

C'(« — O'p = fB(n — i)V )il 4- 

(S<— “ ■* y (a)Ÿ— »•— >'(3)*-*-. .... .={= 

a O) * ±A* )?. 

Quant au terme de (B) qui n’eft fonâion que de 

x,y, nommons-Ie X ; &, à caufe de r — ; 

<7 rf* 

■^1= — <tr 1 V, nous aurons X— — f* 1 Vdy, en 
faifant attention qu’avant d’intégrer par rapport à y , 
il faudra mettre dans *117 pour x fa valeur en y 8 c. 
b tirée de l’équation f(ardy-h adx)=b. 

Nous a vons trouvé plus haut ® 1 , £ 1 , &c ; par 
un procédé femblable on parviendra à connoître «2 , 
(>2. . . .91 ; & en fubftituant ces valeurs dans les n 
équations dont il étoit queftion il n’y a qu’un moment., 
on aura 

T ( 2 )*—S( 2 )*= 0 , 

J\ 2 ) *— S' ( 3 ) * 4- R ( 3 ) ÿ = o, 

Te 
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V'(2)*—S n (i)± + R\ 4)ï~QC4)^= 3 0. 


î ( * — iy (2) Ÿ — S * — lV (3)^4-fl ( " — » y (4)*— 


C.î" 1 (•)* — i 

4 ; C'(b)' 1 ' -+-B(n)* = 0, 



: I 


(•)* I (•'« 

^FB’(n-h i ) * /4'*'= o : 


une de ces équations fervira à déterminer le fadeur 
& les « — i reliantes feront les équations de con- 
dition qui devront avoir lieu en même-tems , pour 
que la propofée ait une intégrale de l’ordre immé- 
diatement inférieur. 


Si je fais * =K, j’aurai * s=f K 1 dy (K' étant 

ce que devient K lorfqu’on met pour x fa valeur 

(. » — i 

en jy & b)* —fdyfK'dy,8cc; par-là je ré- 
duirai la derniere des équations précédentes, qui eft 
celle de l’ordre le plus élevé , à une équation linéaire 


de cette forme , *K' + S 
d n K' 


àK' 


dy 


+ 


<p — - — = o , ou «, £ , &c , feront fondions de y & 

dy * 


b , & que je traiterai comme étant aux différences 
ordinaires , puifque pour fatisfaire à cette équation 
je puis regarder b comme confiant. Je transformerai 
les autres équations de la même maniéré ; & il fera 
clair que le Problème de trouver l’intégrale première 
complette d’une équation linéaire aux différences par- 
tielles, pourra toujours fe réduire à fatisfaire à une 
équation linéaire aux différences ordinaires, qui ne 
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ferâ jamais dW ordre, plus élevé que la propofée. 
Cela fait , cette intégrale première complette fera 
Z.-t~ F : (b) =f V ffr' dy. 

Je ne détaillerai pas tous les cas où il eft poflible de 
trouver plufieurs de ces intégrales premières, comme 
par exemple lorfque l’équation du degré h qui ren- 
ferme r a des racines inégales qui farisfont aux condi- 
tions. En voici encore un dont je ne parlerai que pour 
rappeller ce que nous avons démontré dans les articles 
49 , jo & fi. Dans ce cas on n’a qu’une feule va- 
leur de r, & toutes les équations de condition font 
nulles d’elles- mêmes , excepté la derniere qui eft de 
l’ordre n. Alors fi on parvenoit à intégrer complette- 
ment cette derniere équation , on auroit , en faifant 
fuccelfivement dans l’intégrale trouvée toutes les conf- 
iantes arbitraires moins une égales à zéro , n valeurs 
de qui donneroient n intégrales premières com- 
plettes -de la propofée. Nous allons taire ufage des 
formules précédentes pour intégrer quelques équations 
particulières qui ont déjà été réfolues de différentes 
maniérés'. . i 


86. M. Euler, dans le troifiéme volume de fon 
Calcul Intégral , ne s’occupe guère, au-delà du fé- 
cond ordre , que des équations qu’il appelle homo- 
gènes» Sc qu’on peut toutes repréfenter.:par , 


±î _ +4 îi_ 

dy ! dy — 1 d x 


dy — * dx* 


• • «1 


4 - i 




dans laquelle a , b.- i font conftans, & IV unè 

fondion quelconque de x. t y. On trouvera première- 
ment que dans cet exemple r eft une quantité cont- 
racte donnée par l’équation y 4- 

Ttij 
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4- . 4-1 = 0, & que par conféquent £ = 

ry 4-x. Secondement, que les n équations de condi- 
» • •• 

tion fe réduifent à celles-ci, * = 0, ■*'=0 : 

(.)< . 

•v = o ; or comme ÿ= 1 fatisfait à toutes , on peut 

fuppofer le fadeur égal à I. Donc , quelles que foient 

les confiantes a, b i & la fondion fV, on 

aura pour l’intégrale première complette de la pro- 
pofée 

d « — 1 y , d a — * y 

< -4-04-3; S— +(r* + ar+b) 

dy n — 1 dy a — *ûx 


iy»—* • ' ■ dj*-*dx ' * ■ ' 

d n — ~ l 2 

■ An 4 -(r»— 4 -ar-— 4 - 

dj n — idx i 

d — * r 

+ .T... •+ft) if;cB _ I -fr 

F: (ry~)rx)=flVdy‘, 

il ne faudra pas oublier qu’avant d’intégrer IV d y 
par rapport à y, on doit mettre dans fV pour x la 
valeur b—ry. 

Il eft clair que fi toutes les racines de l’équation 
qui renferme r étoient inégales, on auroit n intégrales 
premières complettes , & par conféquent la valeur 
complette de Suppofons, pour en donner un exem- 
ple , que la propofée foit H- - 4- 

é’7 d»? 

I 1 - i-c = 0 ; nous aurons, en nom- 

dydx x dxi ^ 

mant r 1 , ri, r 3 les racines de l’équation r 5 4-ar*4« 

br-\-c — o , qui par l’hypothèfe font inégales, nous 

aurons , dis-je , ces trois intégrales premières 

d'y d 1 7 „ , i 1 T 

— -i-4-(r 1 4 -a) — 4-(r I i4-«r i~)rb)-r-? 

dy dydx dx 

4-F;(ri < y4-x) = o l 
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Q + (r2 + *)-J-^ +i r‘ î+ ar2+t)Sl. 

*+•/: ( r2y-+-x)=o , 

& +(r3 + a )^+<' , }+*'3+>)-£- 

H-4> :(r3y-hx)=o; 

d’où nous tirerons, en éliminant 

dy 1 ’ 

/. d* 7 

(ri— r2) — -~ H-(ri~-r 2 ) (ri+rî+s) 

<?•* 

- -f- F : ( r i + je ) — /; ( r 2 j -i- jf ) = o , 

(rI ~' r3 } 1777 + Cr 1 r ^ ) C r 1 ■+* r 3 4* <0 

~J^T -f- F; (r I j . $ : ( r $y * ) = o ï 


& en éliminant 


dydx ’ 


dx x ti— — r» 

F : (riy-t-x ) — » '-(r^y-i-x) 

— = o, 

r i — ri 

équation à laquelle nous pouvons donner cette forme 
plus fimple , 

_ 

-j— -—si :(ri^*+- j?)4- A r ':(r2^ + j?) 4- 2°; 
( r ?.? + *)• . — 


Donc £ = r : ( r -f- jr ) +• A : (r 2 y x) s : 
( r 3 y "t“ ) eft la valeur complette de ? dans l’équa- 
tion du troifiéme ordre propofée. 

On trouvera toujours autant d’intégrales premières- 

Xt iij 
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complettes que de racines inégales ; lorfque le nombre 
n’en fera pas fuffifant pour avoir la valeur complette 
de î , on aura recours aux intégrations fucceffives. 
Ainfi pour intégrer l’équation homogène de l’ordre 
n dans le cas où toutes les valeurs de r feroient égales} 
je commencerai par remarquer que dans cette hypo* 
thèfe l’équation qui renferme r peut être repréfentée 
par (r-f>9)' , =o, & que l’intégrale trouvée plus haut 
doit prendre la forme fuivante 


d n — 1 r » d n — 1 7 


dy ' 


d * — ' ? 




dx 1 


dy 

4 -&c^F:(. 


•qy+*) • 


( n — i 

I. X 

‘fiV dy. 


Pour paffer à l’intégrale de l’ordre immédiatement infé- 
rieur ; foit une quantité r' donnée par l’équation r" ~~ 

(n— v.qr'* — 1 -) — — — g*r • — * + 


i . i 


&c=o, qui n’étant autre que (r'-f-'ÿ)'' ~'=o, donna 
r=* — <]. Ainfi la fonéfion arbitraire qu’il faudra ajouter 
dans cette fécondé intégration fera f :( — qy-\-x)\ 
nous trouverons de même :( — qy-\- x)\ pour celle 

qu’il faudra ajouter dans la ttoificme intégration } & 
ainfi des autres. Quant aux intégrales fucceflîves , elles 
feront 


d*—' (n- 

— — 2 ). q — — -f- 

v» — » v J “ dy n — J 

d n — 2 1 


•*)•(* — ;) 


i.» 


dy 1 ’ J dy — i dx 

ç 1 T y-Vdx* &c F: ( ~ } + -f : 

( —qy -\-x ) =f dyfîV dy , 

(n~-y).(n— 4 ) 

î.i 


3 ? 


d n — 5 j 


-t-t» — îJ-ï 


dy — » ‘ j' i t ijB — 4 dx 

T 7"-, -J x z ■ + &c+fd.yfdyF-.(— qy+x) + 
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fdyf :( — qy-hx')-h<p:(—<iy-+-x)=fdyf dyflVdyl 
Il eft donc démontre que dans le cas que nous exami- 
nons la valeur complette de \ eft 

? =/• • • -fdyflVdy -+-y 1 F(l):(—qy-+-x)-+. 

y* *F( 2 ):( — qy-+-x)~ i-, ....... .4-F(n)î 

(—qy- J rx)\ 

par F(i), F(a). . . . F(n) nous entendons n fonc- 
tions différentes de la même quantité — 

Maintenant foie cette autre équation 


d n 7 d n 1 7 d n mmmm * y 

? -+C w ? 


dy n —' 


dj n — : 


• *4r 


dy 
*Y= IV, 

dans laquelle A, B 1 , C . .... F & JF font des fonc- 
tions quelconques de^ & x. Il eft clair qu’on a r=o 
St b — x ; que 


B' (2) = B'— 
C"(2 )=C" — 


iA 

IT’ 

éB' 


<7 

dC u 

D"'(2) = D"'~ ~ — \ 


B' (3)=B* -2 


dy 

dA 

dy 

dB 1 


d x A 

dy* *• 

d*B' 

dy x 


d 1 A 


cw-cr-i-ç-H ^ 
d>( 3)=d »_ 2 ^1 +3 ££ 


diA 

dyl 


,&CJ 


i*A „ 


Tt iv 




s 
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iy ' dy* 

D"’(4)=D , "-.3^--+-<5 * %V 


d*A # , 

■ . - . , io— ,&c,&c. 

La propoféc a donc pour intégrale première com- 
plette 

££V-^— ' )— 

iy J dy J dy" ~ l 


„ à* — 'r 

A * — 


dy" — 1 


((B, 




iC u d 1 B' 

f 




dy 


dy ' dy * 
/_» éB' d*A\dv 


( _, é/J \ é 1 * „ d'V \ d"—*? „ . 

£ -3 - 57 ) 1 F- W “) 1 F^ +&C+ 


<7 / dy J 
F:(x)=sf^lV dy. 

étant donné par l’équation 

dS” — "’ d*R ,n — *>' 


( K - 


di qc«— s y 




<7 . 

-O' 


<7* 


+ 3 


dy* 

d'Qi—iV 


iy * 


dyi 

*— (ff—- 1 ?,- 2 — . 
rfjptu— 4)’ \ df 

4 777 *” &c ) — 4- 




éjî V 

£?Ç(- — aV , jipt »— *)' 


d x '¥ 

dy r 


dy 


-h6 


<7 4 


&c^ 


— &c == d. 


J’intégrerai cette équation en la multipliant par un 
fadeur K qui fera renfermé dans l’équation 
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d"— 'K d«— 




ffaJC 

— + C". 

dj n ~~ x dy n — * 

^? = o, 

qui n’eft autre que la propofée dans laquelle on au- 
roit fait 1V= o. Donc pour avoir une des intégrales 
premières complexes de la propofée , il fuflira de 
trouver une valeur de qui , en regardant x comme 
confiant, fatisfaffeà cette équation dans le cas de 
IV =o. Si on avoit n valeurs de ou bien fi dans 
le cas de fV=:o, on parvenoit à intégrer complette- 
ment la propofée, en regardant toujours x comme 
confiant , c’eft-à-dire en traitant cette équation 
comme étant aux différences ordinaires ; fi , dis-je , 
on parvenoit à l’une de ces deux chofes, on en ti- 
reroit aifément par de fimples éliminations la valeur 
complette de Voici encore un' exemple qui achè- 
vera d’éclaircir la théorie précédente. 

On demande l’intégrale première complette de 
l’équation du troifiéme ordre, 


? 


d*i 


dyi 


4 -3xy' 

r*- h" 


di K 


ày x dx 


4- jx 1 y 


d 'l 


df 


4- 2 h x y 


ty 


dyd* x 

d x i 


4 - x 


dxdy 
dy 


4 -hx 


-f- ix 


üi 

dx* 

,£l 

dx 1 
d î 
dx 


= JV, 


-4 -K? 


A caufe de A*=y*, B = ^xy t , C=^x 1 y, D~x\ 
r fera donné par l’équation (y r -f- x )’ = o , d’où 


l’on tirera r = 


— X x 

, & par conféquent i= — . On 

fçra enfuite B^hy 1 , C'— 2 hxy, D'^-hx 1 , C"=iy> 
D" = ix, V—K-, puis on aura B ( i ) = 2 xy 1 , 
C(i)=:x 2 y,D(i)=sO,C'(i)—hxy, D'(i)=^o, 
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B{2) — xy », C(2)=o, BCj) = o, B'(2) = 
( 4 — 3 )-> z » C'(2)=(A — 3). *7, D'(2) = o, 
C( 2)=(i — 2> (A — Jj)y» D"(2 )=o, B’(3)= 
( 4 — 6 )jr\ C (3)=o, D"\2)=:K—i+-2(h—s), 

C"( 3 )=0 — 2.(24 — 9 ))jy. B' ( 4 ) =(h—9)y\ 

Ainfi l’intégrale première complette de la propofée 
fera 





■4-2*7* 


dl l 

dydx 


+ x*y 



((h — 3 ) •J**' 1 ' — J/ 1 — 

xy'*) -~r- — h((i — 2. (h — 3))jr'*' — (h — 6)y i '*’-{» 


y ht) ? +F: —f*Wiy\ 

ÿ étant donné par l’équation du troifiéme ordre. 


( K — i-b2(h — 3)) ÿ — (i — 2.(2 h — 9))y.-*^ 


• • •• 

( h — y)y x * — y'v= o. 

On trouvera que *=yf i , /* étant une des racines 
de l’équation du troifiéme degré , K — i-f- 2 ( h — 3 ) 
— (i — 3/1-+- 11 )/*+( h — 6 )^ — jl** = o; & on 
aura pour intégrale première complette de la propofée 
d 1 ? d* 7 d 1 ? 

(y -^+* 77 )H-(i—2(4—3)—(4—33^-h 
( x ')l-)-y~ ,l ~ ï F: z=y-(*~' fWyt^dy , 

équation qui eft précifément de la forme de celle 
dont nous nous fommes occupés à la fin de l’article 84. 
J’ai regardé le faéteur * comme ne devant ren» 
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fermer que x & y , & par conféquent j’ai fuppofé 

qu’une équation linéaire devoit nécefl'airement avoir 

pour intégrale de l’ordre immédiatement inférieur une 

équation linéaire; voici une démonftration bien fimple 

de cette propofition. On a (B) = Af'vdot!-±- 

B ( i )f * dC -f- -f-S(i )/ *dr -f- , 

J\ ne pouvant renfermer que des différences partielles 

, , i d(B) d(B) 

de I ordre n — 2 ; donc r = 

dy dx 

A f 'irdcL — J— B(i) J'^d £ • . • . • —f- S(i)f * d <r "f" 

« r ■ J A f df'Vda. 1 dfvda’ \ 

«/[ -f- une lutte de termes A ^ — — r — — y 

, „ , / if* de if* if \ 

W’Itô hr-)+ + 

SCO - J-- r que je délîgnerai 

par K. Or toutes les différences partielles de l’ordre 
n doivent fe trouver dans K , & elles doivent s’y 
trouver fous une forme linéaire , ce qui évidemment 
ne pourroit pas être, lï * en renfermoit de l’ordre 
n — i ; donc le fadeur * ne peut pas renfermer de 
différences partielles de l’ordre n — 1. On démontre- 
roit de la même maniéré qu’il ne peut pas renfermer 
de différences partielles de l’ordre n — 2 , ni celles de 
l’ordre n — 3 , &c; & enfin qu’il doit être fon&ioa 
de x, y feulement. Je pafle aux équations entre trois 
variables *, je veux dire celles où l’indéterminée f eft 
fon&ion de trois variables h, x & y. 


87. Pimagine que (B)-+-F:(m,6>i) = 0 foit l’in- 
tégrale première complette d’une équation aux diffé- 
rences partielles de l’ordre n entre trois variables y , 
x & u , que je trouverai en dîfférentiant fuccefiive- 
ment cette intégrale par rapport à chacune des trois 
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variables. Ainfi , en repréfentantpar (Tdô>-\-r&dui ) 
F':(a>, ui) la différentielle de F:(u , ui), j’aurai 

ces trois équations 


« I ) 4~ O , 
F':(», « i )=o, 
F':(«, »I)) 


d(B) 

<7 

d(B) 


dx 

d(B) 
du 

O. Je ferai 


+ 


-( 

( 

( 


d u d mi 

t - 77 + ia — 

du du i 

r — — hrA 


4- 

d « 


dx 

d„ 


du 

d„ 


TA 


dx 
d 0 


d u i 


) 

) 

:) 


i, : 77 = '.8“‘P r * , 


rA 


avoir multiplié la fécondé équation par r , & l’avoir 

a » j . . .... d(B) d(B) 

otee de la première, il viendra r j- 

dy dx 

^ F' : (« , « i ) = o. Je ferai 

dm _ 

^ ==r , & après avoir multiplié la troi» 

lïéme équation par j , je l’ôterai de la précédente , 

d(B) d(B) d(B) 


C 


■ auili 


dm 

dy 

dm I 


dm 

dx 


d’( 


ou je tirerai 


<7 


dx 


du 


( dm d 0 \ ^ 

^ r ~ dx ~ + f -jjj-J F:(«, «i)=o. Cette équa- 
tion ne doit pas renfermer de fon&ion arbitraire, 
on a donc néceflàirement A r -^-4- i = o ; 


dx du 

& comme A ne doit prendre aucune valeur , il faut » 

dut du dut 

que — = o , -j— — o. J aurois pu faire 

dut 
du 


dx 


= — j, ce qui m’auroit donné 


à(B) 

dx 


rs 


d(B) 

du 


4-r [ A 


0 


dut 

d J 


d(B ) 
dy 


- rs - 


rr)" 
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(« , u i) = o , d’où j’aurois tiré que A 


â al 


■rs 


669 

d U 


dy du 

doit etre nul , fans que A prenne aucune valeur , &: 

r . dut du 

que par conlequent — — = 0 , — — = o. 

En générai, foie *!». _ r «ï> _ t HSl =0 
dy dx du 

1 équation qui a pour intégrale première complette 
(B)4-F:(w, « 1 ) = 0 . Si l’on fait 

7 -, d" — * ç 


/ c — l -, «r , — , ï _ 

* dy" — 2 dx ' dx " — * '~ mT * 


iy" — i 
dn—x ? 

= « , &cj & c: 

1/3"^ X 

d n — 1 ^ 


dy" 


dx " — * du 




d* — ’? _ , 

’ dx"—* du <r * 

d" *T 


à caufe de 
d(B) 


d(B) 

dy 

d"i 


dy " — 3 du* 11 
&c 

a(B) d "* 1 », d (B) 

4-&c, 


da’ dy" — 1 dx 
+&C! 


4-&c, 


d <*' d_y" 

d(B) 


dx 
d(B) 


d u 


d_7 a — 1 du 

l’équation précédente deviendra (A) 
i(B) d"x 


dy" 


( 


d(B) 

dC 


d(B)\ d" ? 


( A(B) „ 

a ( B) x 

\ did 

de' J 


/ dy" — * dx 

*) \ ** 

1 ' J dy" — *d.v 1 
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^d(B) d(B) \ d*x 
+ \~c, ' —dï~) if — ' Tl, + 


• / d(B) 
\ d*\ 


d(B) 


de 1 . 


d(B) \ d"x 
dC ) dy n — : dxdu 
d"i 


( A (B) d(B) \ d*z 

\ d 1 dC\ ) dy a — 2 du 1 
/ d (B) d(B) \ d”x 

^"V **• r dp' ) 


dp' J dydx n ~~~ l 
d( B) d n x d ( B ) d n — 


+ 


dr' dx " 

<? ( B ) \ d”x 


à y 


V d,‘, 

( d(B) 

V dr’.. 


«) \ d*x 

r 1 J dx- — ' 


du 


i(B) 


ï) \ d n x_ 

~ ) dx- — 1 


du 1 


&c 


*+- 




HB) 


d(B) 


) 


d n — 1 x 


d£" du" / Ay m ~ *dx 

d(B) d-~l 
— r 

dp" dx - -* 

F (B) # d (B) \ d-~*x 

dC", 1 dx" ) dy n — - du 


( , d(B) \ g*~ ' 

V* dp"-,’ ■ * dp 1 ) dx n — ~ 

&c 


d (B) 


d(B) i\ 


dp 

d (B) dx 


d-—'x 
du 


— t 


d(B ) d\ 


dx dy dx dx 

d CB) d ( B) d CB) 

— r : — t — 7 — °« 


dx du 


dj 


dx 


du 
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Pour donner un exemple de l’ufage qu’on peut faire 
de cette transformée , nous allons chercher par fon 
moyen les cas d’intégrabilité de l’équation de l’ordre n 


d n z 
A 




4- T 


ày* ' dy* — *dx 
d"% 


4-C- 


d n % 


dy n — 1 dx 


4~ 


dx n 


d n % 


+ T 


4-5- w 

1 dy tt — 1 du ' '~‘'dy n —* dxdu 

d n \ 


4.C — ? 


4* • * • • • 


4- T. 


' dx" — »du 
d"^ 


d"? 


" d^" — *du 


H fan x j u i 


d n ~ mt 7 d n ~* 7 

•4-B 1 - , . * t h 


+r 


d" 1 . 

dx " — 1 


dy n — 1 


+ T, 


, d"— » ? 


rfy ” — 1 dx 


d n —-<7 

4 -^ dy-'du. " 1 “* 


' dx" — * du 


4- S ( *— 1 ‘'Al. t ( »— -îv 1 , 

dy dx • du ~ 

Vi=.W, 

dans laquelle les coefficiens des différences partielles 
auffi-bien que V & IV font des fonctions quelcon-, 
ques de y , x, u. 

Je multiplie cette équation par un faôeur qu’oa 
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démontreroit aifément ne devoir renfermer que les 
variables x,ui & la comparant à la transformée 
précédente , il me vient 


d(B) 

do! 

à(B) 

dy 

d(B) 


= 'i 'A, 


d(B) 

de 


d(B) 


:*B. . . . . . 


=*A, 


d(B) „ d(B) _ . 

~Î7~ = * S ’ - r -77-= 1 ’ T; donc 

/ n \ 

:*( Ar+B) 


à(B) 

de 


i(B) 

do 1 


=*(Ar n —'-hBr n — ! + 


+5) i 


r étant donné par l’équation -V-J3 r* * •+• 

Sr-hl — O. 


J’aurai aulli 


d(B) 



^ ^ ^ 1 • 

d(B) 

dC' 


d(B) 

. a^B) 

d*,, 


Ü!L 

* de t 



d(B) 

d(B) 


d(B) d(B) 


* d*', dC', 

d(B) d(B) 

d <r' ( d O 1 

_ d(B) «UB) 

* " * <*/'„ r d*'„ 

d(B) d(B) 


d/' 


III 

d(B) 


de.. 


d»' 


d(B) 

d 


d(B) æ dCB) 

-=^£ hi . . . —r- 7 t——=*T m ; 

“ // /// /i 


&c ; d’où je tire , en confervant une partie des abré- 
viations du n°. Sj" , & faifanc de plus 
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B,r + C ( = r,d), 
B.r’-hCr+Ü=D, (i). 

&c 

C u r 

c / ! + û /+£=£(iJ, 

&c, &c; 

B'r-+-C,(i)=C,( 2 ), 

£V--HC,(i), + 0,(i)=D/î), 

&c 

BV-f-C < C2)=C(3), 

£'r î 4-C i (2)r + D (2)=D / C3), 
&c, &c 

c . r + D „(l^=D.(2), 

c .'- = +°„COr+E,d;=B,( ;! ). 

&c 

C /, r + D / 2 ^= D „C5). 
c « r 1 -*-■ ( 2 ) »" + E , , ( 2 ) = . E u ( s ) 
&c , &c 


&c j d’où je tire , dis-je , 


d(B) 

dï, 

à(B) 

à*', 

d(B) 


à*; 

d ÇB) 
<fv/' 
d (B) 


= ( B'-i-At).*, 

== (C,( 

= (5 < (i)-hR(2)0*'i'5 

= (D ( .(i)+C^2)f+B(3)r i ). Ÿ 

Vv 


*7* 
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dS* 

1 V 

d(B) 




i{B) 


d>'„, 


d(B) 


(E„CO-t-D„(2)r-t-C,(3)< > -+-B(4)i>)-rt 


!L=(S,„(i)+R,(2)t+Q,(3)<-+P(4)<>).'>-i 


III 

&c , & les n équations que voici , 

T,(i) 4 -S (2)t = o, 

T () C i) 4 - 5 ( ( 2 )r 4 -^C 3) fl — 0 » 

T„C i ) 4-S w ( 2 ) t4- H ,( 3 ) r* 4- Q ( 4 ) r* =o , 

&c : t fera néceflàirement donné par une de ces équa- 
tions , les autres feront autant d’équations de condi- 
tion. 

d B ■L r JlEl eft une fonéfcioo 

a* dx du 


ÜgL-,r- d( — eft une fonétic 

iy dx du 

de l’ordre n — I, je lui donne la forme fuivante 

• 

1 ly» — a iu 

, J. 1 — H*24 \ — h&c4-$iî4-Xi; 

dx- — 1 dj* — ' 

fr—'l 
<r ‘ 1 dx * — *àu 


puis je fuppofe premièrement que 
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d(B) , rjt d(B) 


6 1S 


da" 

c* . . 

a(B) 

de." 


d C" 


a<B) . „ 

r u C i = 

d«" ^ 


a ( B) 


a a * < ’ 




a (B) d(B) 
r dC", *' 
a (B) 


de" 
d(B) 


+ .i = D>, 

. d(B) 


dp". 


d *:• 


d*“ 




a(B) 


acB) 




dp" 




açB) a(B) 

d*"„ 1 de; 

jU£)_ d (B) 

r v< “ ï “7^ — + % I==£ -.' t ' < 


* i= d’ *, _! B) 

" " d l" n 


dv“ 
d(B) 


dv", 

a(B) 


a(B) 


<W' 


a»",. 


— |-f i = S'* , 

1,11 1 *« » * 


d(B) 


, d(») . T f 

•f-ry + S 1 = !),♦; 


d/',, ' a/', 

&c , & il y aura vifiblement un nombre n de fem- 
blables fuites d équations; fecondemenc que 

a (B) 


d(B) W»=c-», J(B) 


d 

D"t, — r 

a<B) a ( b ) 

d£'", 
a:B) 


dC" 
d ( B ) 


4- £2 : 




+- ? 2=r'*; 

aCB) 


d *. 1 


d£.' 


dfB) 

dC"' 


4- « a = E" * 


V v ij 
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d(B) 
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d(B) d(B) 


d< 


d(B) 


do? 


do 


ju 


f .*'2 = S?*; 


a (B) 


4- ?( 2 = T'ÿ; 


& il y aura un nombre n — 1 de femblables fuites 
d’équations. Nous en trouverons enfuite n — 2, puis 
n — 3 , &c, jufqu’à ce qu’étant arrivés aux différences 
partielles du premier ordre , nous ayons 


d(B) 


d \ 


an — 1 =S (m ~ ty * • — T 


d (B) 


d(B) 


d\ 


+ 


Cn — 1 = T ( " l) Y , — t-j h C n — 1 

d? 

3 ^— 1 '*'*-} 

& enfin <pi = VY, Jl=— 

Soient 


C fl B ( t * 4 " >4 £* =: f-,, ( * ) * 

£,„■ -+- ( c , f-*-. B,' *■ +•■ A * ' =■ D w (. 1 ) . 

& c 

C J (i)+B( 2 )r=C < (i)), 

D w (i)-f-C ( C2)£-+-B(3)£ 1 =D (( (i)). 

^CO-+-^,C 2 )£ 4 -C ( ( 3 )£ l -f-B( 4 )£’=E i(1 Ci)), 

&c 


dA t 

dA 

m 

11 

5| 

*. 

. 1 


dx . 

d u 

dY 

d Y 

dY 

dy 


du 

d* 

à* 

r* . . 

dŸ 

dy 

dx 

1 du 
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Cela pofé , le faâeur ÿ ne devant être fon&ion que 
des feules variables y, x, u, on aura pour la fomme 
des différences partielles de l’ordre n — 1 qui doivent 
entrer dans l’intégrale 

C( -4- 5(1)9-') 

.+»(fi < (,)c;+c J (i)*;+ -hs/coO 

+ ' i '( c '«( I )*v+- 

&C J 

& par confëquent 

b 1 = C(i)* 4-C(i)'i', &c; 

» i=C ( (i)) *-+-(:,(!))*, &c; 

K,i=C/i))t+C | (i))'i’ ) &c. 

En continuant ainfi , on trouvera , après avoir fait 
pour abréger 

c;+B'(2)t=c;(i)), 

D' l -hC'( 2 )t=D' < CO),&c; 

E'„ -4- £>',( a )) t = £'„ ( O ) , &c ; 

&c ; 

d;h-c"(2)î=d;(i)), 

E"-+-D"(2)t=£"(i)) , &c; 
E;-hD'( 2 ))t=£ i ;(i)) i 
F;-h£;'(2))/=F;ci)), & cî 
&c ; &c ; 

Vvüj 
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B( 3 )t-+-B ( 1 ))r -4-C ( ( i))— C/ 2 )), 

C ( 3 ) * 4- B t ( î ) ) r * -H C ( ( i ) ) r -+- D, ( i ) ) = D t ( 2) ) » 
&c, 

2))=B ( ( 3)), 

B 4 f+B/ 2 ))r-hC l ( 2 ))=C/ 3 )), 

C4tH-B ( (2))r*H-C ( C2))r4-D ( (2))=DC3))» 

&c &c; 

B i (2))t-hC u (i))=C w f2», 

( C, (2)) 4- B ( ( 2 )) r) H-D„CO )-h C„( i ))r=D (; (2)) . 
(D, (2 ) ) -+- C t ( 2 ))r+B ( ( 2 ))r J )î + £ (J (l ))"+* 
D„( 1 ))r-+-C M ( i ))r* = £,,( 2 ) ), 

&c. 

B I C3))r + C ( ,(2))=C/3)) i 

(C < C3))4-B l (3))r)t-f-D || (a))4-C/2))r== 

D/3)). 

(D/3))4-C ( (3))r4-B ( C3))r*)î + £ 1( (2))4- 
D,X2))r-4-C, ( (2))r* = £„(3)), 

&c, &c; &c; 

c;co)— b i co) S =c;(2)), 

D.ÏI)) — C ( (i))-hC;C 2 ))r = D;(a)). 

E;(i))-D l (i))-hD/( 2 ))r=£;( 2 )) 1 

&c, 

d;co)-c;(2))-d;(2)). 

e; c 1 ))— d;c2 )) 4 -d; (2» r = e; ( 2 ) ) , 

F;cD) — Ê;C 2 ))-HE,''( 2 ))r=F l "( 2 », 

&C , &C i 
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*7J> 

d'/ 0 )-c„( 0 )=d',( 2), 

b,(0)+0'„C2))r=£'„(2)). 

F„'(i))-£„(i»+E'.(2»r=F;(2)), 

&c, 

£" (( (i)-D' ( ( 2))=£"„( 2 )), 

F;(i))-£' i( ( 2 ))-h£ ,, „( 2 ))r=F;( 2 )), 

G" H (0)-£;(2})4-F;( 2 ))r=G;( 2 ;). 

&c , &c i &c ; 

/ 

B , (3)ï-*-C'(2))-B < (2)) = c;C3)). 

C;(3))r-+-C'C3)î4-D;(2))-C l (2))=D',(3)). 

F ), < (3 )) r 'F^(3^"+'^’/( 2 )) — D,( 2 )) = Ei '(3))» 

&c, 

c"C3)a4-d;'(2))-c;c 3 ))=d;c3))» 

D l "(3))r+D"( 3 )t+E" i (2))-D' l ( 3 ))=E" l ( 3 )), 

E;\3))r+E\3)t+F:(2))-Ê;( 3 ))=F;'( 3 ))> 

&c, &c; 

C;(3))r+D' () (2))+C/2))=D , ( ,C3)>* 

D' ( C3))r-HD , ,(3))r-+-£' <( (2))-Ô|(2))=Ê' (( C3)). 

E;x 3 »r •+-£,'( 3 )) * H-F 4 '( 2))-£ (l (2 ))= F,/( 3 )>» , 

&c , 

^(3))t+£ , ;(2))-D' ( (3))=E w (J (3)). 

£;(3))^4-£;'(3))î4-F;(2))-£', ( C3))= f h "0)). 

F;C3))r+F;C3))«+G-.(a»-iï(3))-& ,, .(3Î). 

&c, &c i &c ; 

Vviv 


Digitized by Google 



Du Calcul 

— B ( c 3 ;)=*c;(4 )), 

C;C4))r-f.C , (4) t +D;c3))_C ( (3))=D' ( C4)), 
r > ;C4))r+D'C4) f +£'(3))-i) < C3))=£;(4)), 
Sic, Sic; 


c;( 4 ))<+d'„(3))_c„( J ))= zy„f4», 

D’„ (♦» r+ r>; ( 4 ) ) , + £', ( 3 )) - D f 3 )) = E',( 4)) . 

&c, &c; 


&c: on trouvera, dis- je > pour la fomme de tous les 
termes de I intégrale qui renferment 3 & fes diffé- 
rences partielles, 

d " — > 


( , dn ~ * ? « , à*~ 1 


dj K — *dx 


+ 

&c 

.4-(B'(2)i— Ah + (C'( 2)*_ 


*— B (2) * )• 


<f* — » : 


iy H — 1 dx 




+ (C,'(2))1— 
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&c 

4- C C"( 2 ) * — B' ( 3 ) * -h A * ) 

+(D”(2 ) 4 - -a 3 ) -f+B(3) Ï H- 

4-(S*(2)'p — R'(3 )ÿ4-Q(3)-*) l 

+W(*» *—C,'(3)H-+ B t (3))£) ^JJ u + 


4- CS/( a)) *— fl/( 3 )) ÿ 4- Q,( 3 )) * ) 


4-CD"'(2)^ — C"(3)i 

4-£'( 4 )Ÿ_^)-^i-4-(£ , ' , :( a )^--D , '(3)^ 

, •• •• d n ^ T * 

+ C( 4 )*_B( 4 )*)___ 


d?" 4 dx 

4 -(S'"( 2 )ÿ — R" ( 3 ) ? 

d” “* f 


+ Q' (*)* — P(*)*) - ixa - 4 

4-(£"(2))i~D;(3))» 

*Ç( 4 ))«-B 1 C 4 ))Ï,t£ 3 -. 
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&c 


+ (S,*(a))*— »,'(3))* 

dx ” — 


dx ” — * du 


+ &c + (S"- ,y (2jt-i} ( "-^(3)t+ 

(.)"■ » (.)»— I 

±B t (n)^ A ■*■ )f. 

On aura de plus ces n fuites d’équations 


T ( 2 )* — 5(2) '*' = 0, 

T i ( 2))* — S i ( 2))^ = o, 

^'(2))^— 5 (( (2))4' == o, 

&c 

1"(2)* — S'(3)' I '-f-K(3)’^=o, 

17(2)) *— S/( 3 ) ) -V-H « ( 3 ) ) *=o , 

T,»)*— S;C3;)*+K,/5))*=°» 

&c 

r'( 2) ^_s"( 5) ;> h R-( 4 )^_Q (4 );' == o : 

t:"(2))*- q„( 4 ))^=o» 

&c 

[•••«7 

(P— S ( — ,y (2))'t'— S ( "— ) ’(3 )ÿ -4- R ( ”- ,y (4) Ï' 

(.)» — i (.)» 

±fi(n+i)'î' -4- A* = 0; 

La première de ces fuites renferme n équations , la 
fécondé en renferme n — i , & ainft de fuite en pro- 
greffion arithmétique jufqu’à la derniere qui n’en çom- 
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prend qu’une feule : c’eft-à-dire qu’on aura — — — n 
équations , & comme il n’en faut qu’une pour détermi- 
ner le fadeur ÿ, il reftera néceflairement ~*~ n 1 

X 

équations de condition, qui avec les n — i trouvées 

plus haut, feront n — 2 ou — — — -^ 1 — 

1 1 

équations de condition , pour que la propofée ait une 
intégrale de l’ordre immédiatement inférieur. 

Nous ajouterons que r & t ne peuvent être fonc- 
tions chacun que de deux quelconques des trois va- 
riables y , x, u, & qu’ils ne peuvent être fondions 
en même-tems des deux mêmes variables ; fi r étant 
fondion de y & x, t l’eft de y & u, ou de a - & 1/, 
on trouvera « & «ai en rendant exades les différen- 
tielles rdy-ydx & t dy -J- d u , ou rdy-\-dx 8 c 
idx-\~du. Il ne refte plus qu’à trouver le terme de 
l’intégrale qui n’eft fondion que de y , x, u; on le 

v 0 , r , dX dX dX 

nommera A , & , a cauie de r 1 • = 

dy dx du 

Xl= — 'irfV, on aura X = — f'*JVdy, en n’ou- 
bliant pas qu’avant d’intégrer par rapport à y , on 
doit mettre dans pour x & u leurs valeurs en 
y t w, «1. Nous avons oublié de faire remarquer que 
pour déterminer le fadeur on n’aura qu’à fatis- 
faire à une équation aux différences ordinaires qui ne 
fera jamais d’un ordre plus élevé que la propofée. 

Enfin fi nous prenons pour exemple l’équation ho- 
mogène 


d”^ 

dy — 'dx 
d n ^ 

dy n —'du 


*+• &c = IV , 
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nous trouverons, i°. que r eft une quantité confiante 
donnée par l’équation ar"-+-br n ~ ‘4-&c=o; 2 °. que 
l eft aufli une quantité conftante , & qu’il y a entre 
les coefficiens conftans n — i équations de condition ; 
3°. que toutes les équations qui renferment le fadeur 

fe réduifent à celles-ci ^ = 0 , '£= 0 , &c, & que 
par conféquent il fera toujours poffible d’y fatisfaire 
en prenant * = 1 ; &c. Propofons-nous, avec M. Eu- 

d 1 ^ 

1er, d'intégrer l’équation du fécond ordre a-rrr + 


dx 1 ^ éu* 

à'X 


+•2 e- 


*ï 


dydx 


+ 2 /- 




dydu 


dy'~ 

+ 


3g - dxdu == ° ’ n0US frouverons <î ue r donné par 

l’équation du fécond degré ar* 2cr -{-b = o; 
que de plus on a les deux équations g-4-/r-+- 
(e-H<ïr)t = o, c + 2 /r + at 1 = o, dont l’une 
fervira à déterminer t, & l’autre fera l’équation de 
condition ; nous trouverons enfin que la propofée a 
pour intégrale première complette 

a 4r" K2c+,!r >-j 7+ ( - 2 f-*- a, '> J £r + 

F: (ry-i-x, ty + u) — o, 
ou 


d 7 dz _ dr 

« ^4- C2e + ar )--+-( 2/+tfr) — *+• 

/ : (ry-4-*, — rx-f-r«) = o. 

Pour vérifier ces réfultats , on différentiera d’abord 
la première équation par rapport à chacune des trois 
variables y , x , u , fk on aura, en fe contentant d’écrire 
F pour F; (ry-hx , ty +u ) les trois équations 
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* Tp- +(2t+d °-77t +(2 ^iir -h 

(rr+rAoF=o, 

“ ~^JT +(2 ‘ +ar > ^r“Ka/+««)-j^- -H 

rr=o, 

</*? é*? rf*r 

* —r-j h(2eH-ar)— y-.-+-(2/-Hiz/)— — 1 -fi 

dydu ' dxdu v J ' du 1 ~ 

rAF' = o; 

on ôtera de la première la fécondé après l’avoir mul- 

• • ^ • d “ ? d^ t 

tiphée par r, & il viendra a --■■■■ +2 e- - — — 

ày % dydx 

( 2 er-f-ar î ) -^--+-(2 f+at)-^--.( 2 fr+art) 
i'I t 

~J x ' ( f u — hT &tF —O-, on ôtera de celle-ci la troi- 

fiéme après l’avoir multipliée par r, & on aura 

d*Z d*7 d z 7 

a T 1 -h^e (2er-t-ar*) L -u 

dy 1 dydx v ' dx 1 ~ 

r d 1 7 d*7 

2/-— 2 (ûr*H-/r-hef) -7—7 

\ j 7 dxdu 

d 1 ? 

( 2 /r -h at 1 ) a - — O » qui fe réduit à la propofée 

lorfque dr i -+-2er-+-£=o , art-\~fr-\~et-\-gz=zOi 
at * -4- 2/1-4- c—o. L’autre réfultat fe vérifiera de 
la même maniéré. 

88 . Il y a des équations aux différences partielles 
qui n’ont point d’intégrales fucceffives, & defquelles 
^pendant il eft polîïble de tirer la valeur complette 
de Telle eft dans une infinité de cas l’équation géné- 
rale des cordes vibrantes que nous pouvons repré- 
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1* v.ili 


fenter (n°. par = X*-^- . où X efl une 

certaine fondion de a: qui dépend de la grofleur & 
de la tenfion de la corde. En comparant cette équa- 
tion à celle du n°. 8 q., on a A= i , B = o , C= X\ 
B'=o, C'=o,&c;reftdonné par l’équation r I =X’, 

~x~* 

„ dX 

plus , ff (i) = -h X, B (i) = — X—j— ■ ’ ^ ^ — 0> 

B'(2)=o, B\ 3 )=o, C'(2) = x — . B(2)= 

• * 

4-2X;ona donc pour équations de condition '*'=0 
il X • 

& ^^2^ = 0. Lorfque r aura le figne ■+• > 

^JC 

on tirera de -^=0, ■* = $ ■ Çy ^ 8 c •& = 

yr(y+ f~r) ^ (?*/' 4r) ’ par ces fubfti * 

tutions l’autre équation de condition deviendra — — 


0 ’ ♦ : (? + f~ir) +f : (y + J-ic))- 2,,: 

(y+m , à laquelle on ne pourra fatisfaire qu’en 


prenant — — = o ou X= confiante , ce qui donnera 


<f : J~~~ S ) = 0 *I j orfque r aura le figne — , on 

tirera de -*= 0 , '¥'==«: (y — f~x~) ^ 

Q— I~t)* valeurs qui éml 
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fubftituées dans l’autre équation de condition donne- 
ront aurti le même réfultat. Ainfi l’équation générale 
des cordes vibrantes n’aura d’intégrale de l’ordre 
immédiatement inférieur que lorfque X fera une quan- 
tité confiante ; cependant dans une infinité d’autres 
cas , on en pourra tirer la valeur complette de $ , 
comme on le verra bientôt. 

Soit d’abord l’équation du fécond ordre 


d 'l 
dj 1 1 


-+- B - 


dl ï 

dydx 


-+•# A- 

d y 


+.C* 


ilL 

dx x 

JL 

dx 


4- v 1 — 0 , 


que je repréfenterai par £($•) = o. Lorfque j’aurai 
une équation de la même forme , ayant les mêmes 
coefficiens A, B, C, B', C’ , V , où l’indéterminée 
fera *, je la repréfenterai par £(*)== o; en géné- 
ral, fi m’étant fervi de £(?)= o, e(C)=o pour 
défigner deux équations, je viens à écrire £(«) = 0, 
«C»)=o, celles-ci défigneront ce que deviendront 
les précédentes, lorfqu’on aura mis, dans la première 
« pour & dans l’autre a pour C. Cela pofé , fi nous 
repréfentons par 

î == « -+- S F : ( « ) * F' : ( « ) -4- f F" : ( « ) -h 8c c 

C fi (»i )-hJ s 1 f"(u 1) H-&C 

' la valeur la plus générale de \ qui puifle fatisfaire à 
l’équation du fécond ordre propofée, & que nous 
fartions les fubftitutions néceffaires, nous aurons la 
transformée 


£(*)-j-£(e)F:(«)4-[£(«) + e(C)]F':(6.;-H 

[£( < r)H-e(«*)4-CK]F":C«)-h&c 

-\-E (£ i)-+-e(£l)]f':(a !)■+; 

= 0, 


/ 
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ou 


f d " \> _ dm dm f du\* 

+B _+c(— ). 


du i 


f du t \ * 

Kl=A \~dy) +B 


<7 

dut 


dut 




rf* 

E d x •# rf a « rf a m "1 

''■jF' 1 ' B ijïr +C 7F'] + 
dC „ de 


O 


O 


■‘• b " 37 4 ' b ' c ]77 + [ b ^ 


<7 

d 2 al 


2C 77-*- c,e 3if> e '< Ci >= Ci l> • 

dCi „ d£t 

+ B-; H 


— d x a i _ d* »i “i r 

B 'jjîr +c “î7'J + [ 2W 


i'd] 

d»t 


dm I 

dy 


dx 2 

[b 


dC i 
dy 


dy 


— f* 2 C 


dS i 
dx 


-+- C’Ci] 


dx 


, &c. Mais cette transformée doit ctre iden- 


tique, quel que foit le genre des fondions défignées 
par F & fi elle donnera donc néceflàirement 


£(*)== o , £(0=o, £f«) + e(C)=o, £(cT) + 
<(«^-f-CK=0, £(» )-+-e(«T)-f-fc;K = o , &c ; 

E(Ci) = o, £(ai)-4-e'(Ci) = o, 
£(J'i)-+-e , (*i)-hSiK i=o, £(* i 
* i K i=o , &c; 

nous allons voir que ce nombre d’équations fuffit pour 
réfoudre le Problème. 

Premièrement, il eft clair qu’on peut prendre * =o, 
& que ce terme peut Manquer dans la valeur de 7 
fans en diminuer la généralité. Secondement , fi cette 
valeur de 7 doit être finie , elle fera ou 7 = £ £:(»)■+ 
Cif:(a>i), ou £ = Cf:(«j-4-aF':(«)-l-Cl/:(tti)-!- 
» 1/' ( « 1 ) , &c ; il faut nous occuper de ces diffé- 
rera cas. 

Si 
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Si la valeur complette de \ doit être de cett£ forme 
(«)- 4 -Ci/:(« 1), les autres coefficiens », 
* 1 , &c, feront nuis, & il ne reftera des équations pré- 
cédentes que celles-ci, £(C) = o, e ( C )=o, K= o t 
E(C i) = o, e'(Ci}=o, Ki=o. Les équations 

K du du 

= O, Ki =0 nous apprennent que — — —r ; 

■ dy dx 

du 1 du 1 1 • • 

— =5 r 1 — - — , r & r 1 étant les deux racines de 
dy dx 


l’équation du fécond degré^r*-f-Br-|-C=o; celles-ci 
e(C)=:0, e'(Gi)= o, feront linéaires & du premier or- 
dre relativement à C & Ci j nous en tirerons aifément le 3 
valeurs de ces quantités qui devront fatisfaire aux équa- 
tions E(C)=o, £(C i)=o. Si la valeur complette 
de f doit être de cette forme, f = £ F:(u)-*-hF'z 
(») 4 -C i/:(w if: (« I ) , on aura pour réfou- 

dre le Problème les équations fuivantes £(C)= o, 
£(«) -+-e(f )=o , e(*)=o, K —O, £(Ci)=o, 
£(» i)-t-e'(Ci)=o, e' («i)=o, /C 1=0. On aura 
comme ci-devant «, « 1 donnés par les deux équa- 

, du d u dui dut . 

tions — — =r — • — , — - — = r 1 — - — ; puis C C 1 , 
rfjf dx dx - 

», » i feront renfermés dans des équations linéaires 

du premier ordre , defquelles il fera facile de tiret 

les valeurs de ces quantités qui devront fatisfaire aux 

équations E(C) = o, £(Ci) = o; &c. Je m’em- 

prelTe d’éclaircir cette théorie par des exemples. 

Je prendrai pour premier exemple l’équation générale 

d 1 r d 1 ? 

des cordes vibrantes,—— — X* - — . Acaufede A— x, 
dy x dx x 

B= 30 , C— — X 1 , B' =0, C'= o, ^=0; j’aurai 
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Du, C alcul 

i x c „ d*c 

£(f)^- j -r-X - T? -,«(0 = 

<K . - éX . iCt 

a x— H-C — a ^ 

jy 

ç i _ — ; & fi je fuppofe que ies coefficiens C , &c, 

JC 

€ i , tfi, &c , ne renferment de variable que x , je 
ppurrai faire 6 i=C, «l=«, &c. Cela pofé : _ 

i°. Si l’intégrale complette de la propofée doit 

ftre î=<[Fi {f^r+y)+f ! (j^S 7 )^’ 

le Problème ne dépendra que des deux équations 

d ' 1 C X é £ d X — ,1 y> 

=o & La première donne 6 = 

<f.v l • C X 

ax -{-b'y quant à l’autre qui étant intégrée devient 
C 1 =cX, elle nous apprend qu’alors X doit être de 

lu torme — — — * « 

c ... 

2°. Soit fait pour abréger F: (/=¥•+») ■+' 

= rî; fi l’intégrale de la propofée 

doit être j=Cn-f-t<n', on aura pour réfoudre le 

d 1 C v J*» 

Problème les trois équations -^- = 0, — ~~ 

„ de . éX . - éx 

2X— — = 0 > “ — — ~ÿ~‘ 

dx dx' * 


On pourra prendre C= I ; &, à caufe de »*=*cX, 
on aura pour déterminer a, l’équation — — — 

2 =530. En faifant a ===JC(tf -*■-+■£/» on la chan- 

' • à* u - v • 
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géra en celle-ci — K 5 ( a — I) (ax-f-Mi*-* — 

C 

2=0, qui devant être identique donne 3 A — 1=0 
=;, & K = P^ Donc -=-(^) T 

J- ( a X "1" ^ )*• 


OU A 


& X : 

Si on prend G ^ax+b} à caufe de «*=car, on 
aura pour déterminer s l’équation -4- 2 a » 

— 2 (ax-\-b)- 


dx 


c é* 1 

o. Soit * = K(ax-{-b)*i 
a 
c 

(ax -\-by — 2 ( A — i) = o, qu’on rendra iden- 


féquation précédente deviendra — K 5 A (a — 1 ) 
[ax H- by K ~ x — 2 ( A — i) = o, qu’on rendra iden- 
tique en faifant 3 A — 2=0 ou a=|, K=^/~ 

S 

Donc G=ax-i- b , u = ( a x -+-by , X=s 

K# 




3 0 . Nous chercherons la forme que la propofée 
doit avoir pour que Ion intégrale complette foit 3 = 
Cn-4-s n'-+-«rn"; nous aurons dans ce cas les quatre 
d*C .. d x 't d C 


év 


2X— + 

dx 
dX 


+ = 0 , 


équations — = o, 

e«._o. 

dx dx x dx 

i df IX 

— = -x‘ 

Si nous prenons C^si; à caufe de S' — cX, le 

Xx ij 
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Problème eft réduit à fatisfaire à ces deux équations 

/J dt J' d 1 * J(w:0 

2 =0, h 2 T —O. 

c dx 1 dx c dx* dx 

Pour cela nous ferons J'=K(ax ) x , d’où nous 

tirerons J' — = K I a î x(x — I) (aar-i-i') 1 *” 1 , & 
dx * 

que par conféquent -y ne peut être que de la forme 

K'fax+b) 11 '- l , ce qui donne K=K.F('(«.r-^-£0 , *~ , • 
Par ces fubftitutions , nos deux équations font chan- 
gées en celles-ci K* K' ( 3 x — 1) ( 3 x — 2) 

+ = O, — JC’x(x — l) + 

' c 


2 K'(2X — 1) = 0, qui lorfqu’on fait yx — 2=0 
ou x=j, deviennent K* K' -H — — = 0, K* H — 

K'=o, & donnent K = K == “* 

(«*+*)’, «T=(-i~-yCax + i) 7 . X = -7- 

La valeur la plus générale qu’on puifle donner a 
C eft G = ax-+-b ; alors, à caufe de </' ï =cX, on 
• <r» 

aura les deux équations — — h2a«f — 2 (a* -H) 


<i«r P* . „ 

— — =0, 7-7 - 2 

dy c fl* 


c dx* 
v:<f) 

* dT“ 


= 0. Si on fait 
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y 

f=K(ax+b)\ il faudra que — foit de la forme 

K'(ax 4- b) lk ~ l , ce qui donnera » = 

K K' ( a x -+- b )} * - *. Par ces fubftitutions , nos deux 

équations feront changées en celles-ci — iOK'fjx — i) 
(3* — 2)(ax~bby K ~i — 2(x — i )=0, — 

C 

K*x(x — i) 2K'(2\ — i}=o, qui, en faifant 

5 x — 3=0 ou X = } , deviendront K' K 5 — 


— = o, K 1 - 

a 


ic 


3 * 


K' = o , & donneront K = 


f(r-£-y.»onc.= 

X=~ ^ y (a X-Î- b f. &c. 

La propofée étant -^-=K 1 (ax-^~b) lm -^~- i 

foit j C n "4” v n* “4" <P n" — ^ * rf^— &c > on aura 

pour déterminer ces coefficiens cette fuite d’équations 

d*i „ , d*v , de. 

——o, K(ax-)rb) m + l (ax+b)-*^ 


dx* 

*— amC : 
iv 


dx * 
d 1 <r 

o, K(ax-{-by n * 1 2 (a* -ht) 


ama—O l &c. On tire de la première C = i 


ou C=g(a*-f-è) ; il faut examiner ces deux cas 
féparément. 

Premièrement, fi C = i, la feçondë équation de- 

Xx iij 
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d x v 


viendra K + — - —am= 0 . En faifanr 

dx z 

* = H(ax-\-b) k , on la changera en celle-ci, 
HKa\(x — i)(ax-±- b) x + m -* — m = o, qui doit 
être identiques elle donnera par oonféquent x ==— 

(ax-t -b) — + ' 


m+i , H= 


Ka (m — i ) 


& « = • 


Ka(m — i ) 


La troifîéme équation deviendra K* (ax-\-b) m — — 

dx x 

l m — 1 - . _ 

— = 05 en fanant J'==H(ax-^-b Y , onia 

m — i 

changera en celle ci, H/C î a*x(x — i)(ax-hb ) x + tm - 1 

j m — i _ . , 

— “ ■ m T ^o» qui doit être identiques on en tirera 

donc x= — 2(m~i),H— lUZZl 

i K x a x (m— 0 * (i m — i) 
( 3 m — x)(ax-f-i)— *<"»—*> 


& «T: 


1 K x a x (m — i)*(xot — i) 

une quatrième équation K 1 a(ax-\-b ) 3m ~ 1 
(jm — x)(ym — 4) 


On formera 
d*. 


d x z 

O , qui , en faifant i = 


%(m — O* (im — 1 ; 

H(ax-\-b) yi deviendra H K* û’x(x — i)(ajr-f- 
(3m — x)(ym — 4) 


=0 , & donnera 


i)»+i "i-j . 

1 (m— 1 y (xm — i ) 

X=:— 3 ( m— I ), H=Z 

— 0 ( 5 W — 4) 

x.3 K* ai (m — i)* (im — — :) * 

(3m — 1 )(rm — 4) (ax- 4 - A) — 3(”— ') 

■ — ; — — — — ; — . On trouvera 

x.3 Kia* (m — î)» ( xm — i ) ( 3 m — x ) 

de la même maniéré les autres coef£ciens , & on 
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verra aifément que la férié doit fe terminer toutes 
les fois que , i étant un nombre entier pofitif quel- 


conque, on aura m = 


z 1 




Secondement, fi C=g(ax-t-b), la fécondé équa- 

d 1 v 


tion deviendra 


dx 3 


• ag(m — 2)=0. 


En faifant h=H(ax-\-b) x , on la changera en celle- 
ci, HKa*(x— i)(ax-+-b) K '» m - t — g{m — 2 )^= O 
qui doit être identique ; elle donnera par conféquent 

x = — m-f* 2 , H= ^ 


, & « = 

Ka (m — i ) 

■. La troifiéme équation deviendra 

d 1 J' p(?m — 4 ) ' r . 

èll i-=o; en Fai- 


dx 1 


77!- 


g(ax-hb ) — m ■+■ 1 
Ka(m — i ) 

K 3 (ax-\-by m ~ l 

fant ^ = 11 (ax-+-b) K , on la changera en celle-ci, 

g( ? 772 4) 

HK s a’x(x— i)(ax-\-b) K + 3m ->- K 
qui donnera x = — am + 3 , Hi 


O, 


771—1 


£(* 772— 4 ) 


»/C‘a I (77I I ) a ( Z 772 j) 

g ( 3 772 4 ) ( < 2 *-f-i)-~ ,m ”♦** 

1 K 1 a i (m — I)*(i 772— j) _ 


& cT: 


31 31U': r -• 
. ■ '*> 


> On formera cette qua- 

if*» 3 

triéme équation X*a (ax-+-b)* m ~ l — ■ 

- «»*— >) ( ,n - ( : ) — = 0 , oui, en faifant 

(m l)(z772 O (Z77I — 3)_ • . f _ 

• — H ( a x -{-b ) A , deviendra H K 5 a’ X ( X — I ) 

r.*.»— n 4 ? 

V ' 1 ( 772 — !)*(»»— 3 ) 

donnera x= — 3 m-!- 4., H =* 

Xx iv 
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g(im — 4)(î»2 — 6) 

— ■ ■ .» - ■ ■ -■■■-■ y | -p 

».j K*a)(m — i)J (im — 3 ) (3 m — 4) 

jffjm — 4) (îm — 6) (ax -hi) — i" +♦ 

. Un trou» 

1.3 /v a*(m — i )3 (ira — j ) ( 3 to — 4) 
vera de la même maniéré les autres coefficiens, dans 
lefquels on pourra faire , auffi-bien que dans les pré- 
céder , g= 1 ; & il fera clair que la férié doit fe 
terminer toutes les fois que , i étant un nombre en- 
tier pofitif, on aura m = — ~ • 

i» — 1 


Nous avons donc trouvé des deux maniérés que 

fi m eft une quantité de cette forme , — > * 

» 1 1 

•étant un nombre entier pofitif quelconque, l’équation 

eft intégrable abfolu- 


inent; c’eft à dire que cette équation eft intégrable 
abfolument dans les mêmes cas que celles du Comte 
Riccati ( n°. 72 ). 

Les recherches fur la propagation du fon , comme 
on peut le voir dans les Mémoires de MM. Euler & 
de la Grange imprimés dans le deuxième volume des 
Mélanges de la Société Royale de Turin ; les recher- 
ches fur la propagation du fon , dis-je , ont conduit 


à l’équation fuivante , - 




» 


x 


£i 

dx 


Dans cet exemple, A = — - — , B = o, 
x 1 m 1 


C= — 1 , B' =0, C= — — , V= • ; r eft 

X X 1 

• ' r 2 

donné par l’équation du fécond degré ; 1=0, 

d’ou l’on tire r=a]/ 2 » ri==— a^ 2 \ & on a 


Digitized by Google 


Intégral: <Sp7 

6>=x-i-ay)/'2 , tii=x — ay\f 2. Cela pofé , on 
verra aifément que la propofée doit avoir pour in- 
tégrale ? = C[Fi i(x+a y]/ 2)+ f: ( x—ay\ / 2) ]-h 
«[F :(x-{-ay y 2)-\-f':(x — ayj/ 2)], C & u étant 
des fondions de x feul qui fatisfaffent aux trois équa- 


tions 

d 2 C 1 

d c 

» C d* v 

dx * * 

dx 

x 2 °‘ dx 2 

év 

IV 

_ J. O ■ 

dZ 

_ J 

iC dx 

■ - f 

dx 

X* 

dx 

1 *=o, — 

x dx 


On tire de la troifiéme « = — ; en mettant ces va- 

* 

leurs dans la fécondé , elle devient 4- — 

dx x 

C j ci 

“77=0. & donne — H . Cette v«- 

x> X* X 

leur de £ ne peut fatisfaire à la première équation 
qu’en faifant la confiante arbitraire b = o; de plus 
on peut prendre c = I ; donc la propofée a pour 

intégrale complette !_[ F:(x-t-ay\/ 2)+ 


f:(x — ay]/ 2 )]-{- — [F: ( x + ay\/2) 
(x—ay 1/2)]. 

Maintenant foit propofée l’équation plus générale 


d 2 u 


d*u 


a» dy > 


dx 2 


. b du t eu r r , 

■i j — ~h ; li on fait 

x dx x* 


u = fx *, on la transformera en celle ci ,• 



Ayant fait pour abréger F : ( x 4- a y ) H-/: 

(x — <i^)=n, on fuppofera £==Cn4-«n , ; +-/n w -f. 
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■ if’ -h &c , & on aura pour déterminer ces coeffi- 
ciens cette fuite d’équations , / 


rf* C 


A C 

H r — o» 

dx * x * 

rf * v Av rfC 

-J — — i — -H 2— — = o, 

x* dx 


rf*<T 


A <r 


rfx 1 


rfv 

4-2 — — = O , 

dx 


&c. On tirera de la première C=x x , A étant donné 
par l’équation x(* — i)-4-A = o; alors la fécondé 

a rf* v 

équation de la fuite précédente deviendra • - • - — 


a(x — i;— -h2\X x 


:Q, à laquelle on fatisfera 


en prenant a= — x^ 1 . La troisième équation de- 

rfv J' 


viendra • 


dx 2 


X (\ — j) __ — 2(X-4-l)x x =0, 


dans laquelle fi l’on fait J' = hx K + l , on trouvera h- 

. . - Jl 

On formera une quatrième équation 


1A-H» * * dx x 

x(x — i) — + 2h(x-^2)x K ~ l = o , à laquelle 

on fatisfera en prenant i=h i x x+ î , & on aura hi = 

„ f • d** 

— • — — — . On en formera une cinquième — 

o 

A ( x — i ) — — -4-2^1 (x-f- 3 )x x+ x = o , qui donnera 

A i ( a-4-j ) 


fi=A2X x ^+ & Il2 — — 


Le coefficient 


4 A 6 

fuivant fera h 3 x x + f ou h 3 = 1 ^ ; celui 

qui viendra enfuite fera hq.x** 6 ou = — 
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*3 (A -*-0 


, ; &c. Enfin la férié qu’on trouvera pour 

6 A-t- IJ 1 * 

la valeur complette de \ , fera telle qu’elle fe terminera 
toutes les fois que * fera un nombre entier négatif. 

M. d’Alembert, dans le Mémoire fur le Calcul In- 
tégral qui fe trouve dans le quatrième volume de fes 
Opufcules , fe propofe une équation de cette forme 


d 'X , d 'l 


- i-^+^-^-+X'i=o.oùXScX' 

font des fondions de x, & b une confiante quelcon- 
que. On trouvera u—x -+-y 3 »i ~ x — 

y ]/ — — . & fi C, h, &c, ne doivent renfermer 

, . . . d 2 Z dC 

ce variable que x, on auraE(£)= -7-7 — h-X 


X'C , e(C)=e'(C)=2 — par conféquent 

dx 

ti = €, xi =«, &c. Ces coefficiens 6, k, &c fe- 
ront donnés par les équations 

rflC ^ y dC _l_ y; 

7 ^ + x - 77 +xe = 0 ’ 

-+- Jf-7- ■+• x' . -+- 2 -+- xe— o , 

ex 1 dx dx 

•^r + x lf‘ + JEV ' ■+■ 2 17 + x “ =' 0 • 


dx 1 


dx 


+ 


&c. Il y aura une équation de condition pour que 
la valeur complette de \ foit finie ; par exemple , 

ayant fait pour abréger F: Çx-hy }/ — — “) +/ï 
^ = n, fi elle doit être { = Cn, 


Digitized by Google 



700 Du Calcue 

dC 

l’équation de condition fera 2— J--X£=0> fi elle 

dx 

doit être f==Cn-t-Kn', l’équation de condition fera 

3 —— -+-Xk = o*, & ainfi de fuite. Tout cela eft 
dx 

bien conforme à ce que trouve M. d’Alembert dans 
le Mémoire cité. Il remarque encore que fi la pre- 
mière des équations précédentes eft intégrable, les 
autres le feront nécefTairement, comme nous l’avons 
démontré dans l’article 49. Nous ajouterons qu’il 
auroit pu arriver que les deux racines de l’équation 
qui renferme r fulfent égales, & qu’on eût eu ui =#•; 
alors £n «if-J- &c n’auroit point été l’intégrale 
complette de la propofée, puifqu’elle n’auroit renfer- 
mé qu’une fond ion arbitraire. Lorfqu’un cas femblable 
fe prélentera , il faudra chercher deux valeurs de cha- 
cun des coefficiens C, b, &c; fi ces valeurs font C 
&Ci,»&«i,&c,on aura pour 1’iatég.rale corn- 
plette ^ = CF:(«)-+-bF' :(»)-f-&c-+-f 1/: (« 14 * 
• if t ( u ) •+• &c. 

L’équation du troifieme ordre 


A 


di X 

dj' 


-\-B 

4 - B' 


d'î 

dy x dx 

ÜL 

dy 1 


4 -C 

4 -C' 


_^ +d £i^ =0 . 


-K" il H-D”il 

dy dx 


étant propofée ; G r, r 1 , r 2 font les racines de l’équa- 
tion du troifiéme degré Ar i - 4 -Br t -\rCr-+-D=O i 
& «, ui, «2 des quantités données par les équa- 


. d « 
tions — — = 
dy 


d » 



é«. 1 d<* 1 



du t 
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“ * r 

r 2 ~ 2 X ~ > * a propolce aura pour intégrale complette 

Iæs coefficiens C , «, & c, devront être tels qu’ils fa- 
tisfaiïènt aux équations 

E(C)=o, 

E ( »)H-<(C)=o, 

£(<^.)-t-e(*)"4-* (f )=0, 
£(«;-hcc«^)-f*.c»;=o, &c. 


\ <**C 


d*u 


d 3, 


Jy î 


■)+*( 


<7 

J» 


dy* 
d* C 


J^* 


JC 

<7 


4-2 


J*< 


JC 


J_y a 


+ 2 


dx 
d *• 


dy dy dx 
du d* C _ Jî« 


Jx J.; 1 
d C 

_ - 1 


<7 

J*C 


dydx dx dx 3, 

C ÏJJ?‘) + D C 3_ Î71? 

ç i'» \ . «1 / du d C 


dy*dx 
dC du 

4 


JC 

<7 

r 

2 


dydx 

) +C (* 


J*C 


J*C 


+3 


<7 

J*« 


Jx* 

JC 


4- C 


J* JC 
dx dy 


Jj 

d 1 » 


<7 


dx* Jx 

^) +c ( 


) +D 0 

e T?)+«7j 

^ -£(£)>* K, 


JC 


Jx Jx 


dydx 

4-D'C^-,.(C)=^(jC- 

J « J 1 * 


à» 

7) 

4 - 


dm 

~dj 

-H 


JC 

47 


17 


Jx 


+ C 


J# d 1 U 
dx dy* 


dydx 

de / du \*\ 

17x17' / 
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du d 1 u 
ix dydx 


- 4-2 


d C du dm 
dx dx ày 


+-C 


dy 


à* U 
dx 

JÜ 

dx 


dx* 

du d 


H-£(-ïr)> D G e 7r 

à (tt) ) +fi< (4r) +c ‘ c —-ï; 


On trouvera les équations propres à déterminer les 
coefficiens Ci, «i, &c , en mettant dans celles qui 
précédent, « i , G i , » i , &c, pour u , G, », &c; il 
en fera de même des coefficiens G 2, » 2 , &c. Cela 
pofé , il eft clair qu’il y aura deux équations de con- 
dition pour que chacune des trois fuites foit finie. 
Par exemple, fi la première doit fe réduire à GF:' 
on trouvera G au moyen de l’équation linéaire du 
premier ordre * ( G ) = o ; & cette valeur de G devra 
fatisfaire aux deux équations e(G)=o, E(G)= o. 
Si la première fuite doit fe réduire à ££:(«)-+■ 
on trouvera » par l’équation du premier 
ordre e(»)=0;puis£ par l’équation e(£ )-4-«( «) = o, 
qui n’eft auflï que du premier ordre par rapport à 
lui; & ces valeurs de C & » devront fatisfaire aux 
équations E (») -+- e(G ) = o, £(C) = o,&c. J’ai 
fait beaucoup d’autres applications des deux méthodes 
d’intégrer les équations aux différences partielles , dans 
le Mémoire dont j’ai excra't ces fix articles; mais 
je ne pourrois pas m’étendre davantage fur cette ma- 
tière , quelqu’importante qu’elle foit , fans fortir des 
bornes que je dois prefcrire à ces Leçons. 

8p. M. de la Grange , dans le Mémoire dont nous 
avons fait ufage n°. 7 y , fe propofe de trouver les 
folutions particulières des équations aux différences 
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partielles. Soit , dit ce favant Géomètre , l’équation 

V=o entre x, y, ? & deu* confiantes arbitraires 

0 , dV tV . 

a & b -, on en tirera — — =0,— — = o,puis enéli- 

ay dx 

minant ces deux confiantes arbitraires au moyen des 
deux équations précédentes & de V=0 , on aura 

, • » 
une équation entre x, y , ?, — 7- , — — qu on re- 

dx dy 

préfentera par Z = o. Ayant, par exemple, l’équa- 
tion \ — a-\-bx-\-mby, on en tirera = b , 

* dx 

= l'équation aux différences partielles 

~~ —m , à laquelle on fatisfera en prenant 

a~^-b(x-+-my), a & b étant deux confiantes arbi- 
traires. 

Quand a & b n’auroient point été conflans, le ré- 
fulcat de l’élimination auroit toujours été le même , 

fi on eut eu da -+* db = o. Donc en pre* 

da db 1 

nant pour a & b des fondions variables telles que 
■^—da db = o , & fubflituant ces valeurs 

da db 

dans K=o, on aura une équation qui fatisfera en- 
core à Z=o. 

La maniéré la plus fimpîe d’avoir —— da -h 

db = o , c’efl de faire -7^- = o & — O ; 

db da db 

on tirera de ces équations les valeurs correfpondantes 
de a & b , qui étant fubflituées dans K=o, don- 
neront autant de folutions particulières de la propofée. 
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U Y 

Si, par exemple, la propofée eft l=y 

' 77 + *■ Kt 1 + (£) '+ (ipl à ““- 

fe de i—ax-hby-hh^Çi qui fatisfaità 

. ha 

cette équation , on a ——=x~{ — r: : — —=o> 


-£=>+ 


b = 


hb 


✓ (r 

—y 


-* 1 ) 
a — 


>/ ( 1 — 4— a 3, — t— i a ) 
o ; d’où l’on tire 


y/^—x* — y')*“ V {h * — **— y 1 ) 

& pour folution particulière %=]/ (h* — x 2 — y 1 )- 
En rapprochant tout cela de ce qui eft démontré 
n°i , fur les équations différentielles , on verra que 
l’équation aux différences partielles Z=o étant pro- 
pofée, fi après l’avoir diflerentiée & fait difparoître 

les bradions, on a Md — d — --+-Pdx-\- 

ax & y 

Qdy=o, M> N, P, Q étant des fondions connues 

& entières de ar, y, ?, — p-, , dont on fera 

J dx dy 

chacune = o ; on verra, dis-je , que toutes ces équa- 
tions étant combinées avec Z=o, donneront par 

^élimination de -4^- trois équations entre x, 
a y dx 

y , f qui devront avoir lieu en méme-tems î & par 
conféquent , que fi ces équations ont un fadeur com- 
mun, il fera la folution particulière demandée, finon 
la propofée n’en admettra pas. 

Si l’équation Z = o étoit telle qu’on eut par la 

différentiation A d 4- B d = o , on n’auroic 

dx dy 

alors 
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alors que les deux équations A=o, B==o, qui fer- 

J y J y 

viroient à éliminer — - — , — — ■ dans Z = o , & l’équa- 
dy dx 1 

non réfultante feroit toujours la folution particulière 
demandée. L’équation f=y x «+• 

h i + (-£)’], qui devient pat 

la différentiation o s=yd^~~i^xd -^- — H 
J dy dx ' 

— d— —d — 

h — Jl — — — -- * ■ — — ,eft dans ce cas-là. On 

K[-(77M£)’] 

en tire les deux équations y 

(-&)>* -g—. -K[.+(-ÿ-)'+ 

1 *+* h ~~ ==o, qui donnent d’abord x-^~ 
\ dx J J dx dy 

é? • &K àr 

~~ y 17 ’ puis £ ~ 

7! rëi=ÿj«V'b+m+&'l 

+- fi * 

— — — — — — . Donc fi l’on fait ces fubfti- 

. V^'—x'—y ) 

tutions dans la propofée , on aura pour la folution 
particulière demandée {=4;| /(h 1 — x 1 —y l ). 

Pour fatisfaire à l’équation d a •+- db=o. 

da db 

nous avons fait -~-=o, -™==ojcettefuppofition 
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cft trop limitée. En effet , fi on fuppofe b=$ : ( a ) ; 


l’équation -^—da-\ 
a a 

dX 


■^-db—O deviendra 
do a a 


db 


ç :(a) = O ; au moyen de laquelle, fi on éli- 
mine a dans l’équation V=0 , l’équation réfultantc 
de cette élimination fatisfera également à l’équation 
Z=o. Cette équation réfulrante renfermera une fonc- 
tion arbitraire, & fera par conféquent l’intégrale com- 
plette de Z— O. Ainfi étant donnée l’équation ^=0, 
qui fatisfait à Z — O, & qui renferme deux conf- 
iantes arbitraires , on en conclura l’intégrale com- 
plexe de Z— o; il fuffira pour cela de regarder une 
des confiantes comme fonction de l’autre, & d’éli- 
miner cette autre au moyen de V— o Si de ' 


da 


ii 

âb 


$ : ( a ) = o. 


Pour en donner un exemple bien fimple, foir pro- 
pofé d’intégrer compiettement l’équation aux diffé- 
rences partielles = m — , à laquelle fatisfait 
dy dx 

j — a b (x -+-my ) qui renferme deux confiantes 
arbitraires a & b. On tire de cette derniere équation 

df d-{ 

— = I , Si da-+-(x +my)db = 0, 

û a d b 

qui donne, lorfqu’on fuppofe '*=$:(&), <$' :(£).+. 
,v -4- my = o. Donc b,Sc a font des fonétions de 
x-*r-my ; & par conféquent a -h b ( x -+- m y ) eft une 
fonélion de la même quantité que je puis repréfenter 
par F:(je-hmy). D'où il fuit qu e ?=F:(x-+-my) 
efi l’intégrale complette demandée , ce qui s’accorde 
bien avec ce que nous lavions déjà. 
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Si y— o efl une équation entre x,y, ç & les 
cinq confiantes arbitraires a t b, c, g, h, on en 
pourra déduire une équation aux différences partielles 
du fécond ordre. Etant donné , par exemple , ç =s 
a-\-b x-+-cy -\-hx 1 -\-gxy-+-mhy'- ; on en tirera 
d\ d 7 

■jj =*c-d-gx-\-2mhy, — ^- = b ~\r 2 hx-\- gy , 


— = 2mh. 


==2h, & l’équa- 


tion du fécond ordre ? ■ = m 

ay x dx z 

Nommons Z' = o l’équation du fécond ordre 
qu’on tirera de V — o en opérant comme nous ve- 
nons de faire. Mais cette même équation V—Q fer- 
vira à trouver 

-TT' d “+ J rr- ib + + d S . 


i*X , à* T . , 
d c - 4 - à h 

djf d c ^ dydh 


da db 'de dk dg b ’ 

d 1 ? 1 à 1 ? d 1 * d 1 ? 

5 — da-b — db-4 — dc-\ —'dk 

dxda ^ dxdb ^ dxdc ^ dxdh ‘ 

d 1 ? . é*? .. d 1 ? , i* r 

• da-+- db *4“ — j — j — ■ d c — p- — — d h 

dyda djdb djdc dydk 

j 

■*--djïr s - ■ ■ 

qu’on fera chacun égal à zéro. Avec ces trois équa- 
tions on éliminera deux des différentielles ; puis dans 
l’équation réfultante , on égalera à zéro les coefficiens 
des différentielles qui relieront. De cette maniéré, on 
. , . . „ dV ' . 

aura trois équations, qui, avec r =0 , -j— =0, 

= o , ferviront à éliminer les cinq confiantes 

d k 

Yyij 
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2=0, on éliminera a & b> & la réfultante fera la 
folution particulière demandée. 

S’il s’agit de trouver la folution particulière deZ'= o, 
fans connoîtreZ=o;de Z'=o, on tirera par la diffé- 

• • , ■ j é 1 ? d 2 ? _ , 

rentiation , A/ d — ^ — h /V d — — - h Pd — — -f. 

dy 1 dydx dx 2 

Qdy-f-K d.r=o, & on fera M=o, N— o, P=o, 
Q=o , R=o. Ces cinq équations feront combinées 

avec Z' = o, en forte que -3-7-, -3—7—» dif- 

paroiflènt; & il-réfultera trois équations entre y, r, 

qui devront avoir lieu en méme-tems, 

ou qui devront avoir un fadeur commun pour que 
la propofée foit fufceptible d’une folution particu- 
lière; ce fadeur commun fera lui-méme la folution 
particulière demandée. 

d* ? 

Il pourroit arriver qu’on eût dZ=zAd-—^~ -H 

fl v* 

d f T> d 1 ? 

Bd—— h Cd-— — ; alors les trois équations A—o, 

dydx dx 1 1 

B=o, C= o, ferviroient à éliminer ~r~, —f f — , 

* à y 1 dydx 

-, v - dans Z'=o: & la réfultante feroitla folution 
dx 2 

particulière demandée. 

Enfin ayant Z = o, on trouvera facilement l’in- 
tégrale complette aux premières différences de Z'=o. 
dZ dZ 

Car ayant fait — — da-h -77- db = o, fi l’on fup« 
' da db 

dZ dZ 

pofe b = : ( a ) , on aura — 1 — — <j> : ( a ) = o , 

da db 

laquelle fervira à éliminer a dans Z=o, qui alors 

Y y »j * 
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renfermera une fon&ion arbitraire , & fera par con- 
féquent l’intégrale complette demandée. 

d 1 ? A 

Je prendrai pour exemple — A + 

d* y t 4 

B — --= o , à laquelle fatisfait 
dx 1 


d l 


h 


_ d \ i_ 

•m — — = d'T' 

dx 


. . „ . dZ dZ 

b(x-+~ny). On urera de celle-ci = 1 , 


x-\-ny, & par conféquent q :(a )= — ■- . Donc 

a, b Sc a-±-b(x-\-ny) font des fondions de x-\-ny; 
& on a pour l’intégrale complette demandée — 


m ==f: (x -bny). Si on fïit parti de — 

à? • 

n =zh-\-g(x-±~my) > on auroit trouvé — — — 

dx dy 

n — — - = F: (x-\-my). Ainfî la propofée a ^pux 


in- 


tégrales premières complexes qui ferviront à trou- 
ver la valeur complette de &c. 



m 
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CHAPITRE XI. 


De l’intégra.tion des équations aux 
différences finies . 


90. M . le Marquis de Condorcet, dans le volume 
de l’Académie de 177,0. a donné les équations de 
condition qui doivent avoir lieu, pour qu’une fonc- 
tion C aux différences finies, d’un ordre quelconque, 
& comprenant un nombre quelconque de variables, 
foie la différence exaéie d’ûne fonction de l’ordre 
immédiatement inférieur. Il eft auffi démontré dans 
le même Mémoire, que ces équations feroient celles 
qui auroient lieu entre les variables , fi C n’érant point 
une différence exaéte , devoit être un rr,axim\itn 
ou un minimum. Voici une maniéré bien fimple de 
parvenir aux mêmes réfultats. 

Puifque par l’hypothèfe C eft la différence exaéïe 
d’une fonction de l’ordre immédiatement inférieur ; 
nous aurons , en nommant B cette fonction qui fera 
de l’ordre n — 1 fi, comme nous le fuppolons,.C 
eft de l’ordre n; nous aurons, dis-je, d€ = d&R— 

dB , dB . 

( n°. 5-7 ) A d B. Mais dB — —— dx -f- — d a x 

J 1 dx dxx 

dB dB . n 0 • r 

+ — i A 1 ar -q- &c -1 — - — dy -+- &c &c; ainù 

dx z x dy 

pour trouver A dB, il n’eft queftion que de chercher 
la différence finie de chacun des termes du fécond 
membre de l’équation précédente. Or fi on veut fe 
rappeller que la différence finie du produit pq des 

Y y iv 
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deux quantités p & q , eft égale à qAp-f*pAq-H 

... <JB , dB 

Ap-Aq-, on verra ailement que A.-jj-ax=A— p— . 

iB , dB J dB . 

— - — dAx-\-A — — ,d Ax , A.— dAx = 

dx dx d Ax 


dB , dB 

A— .dAx-\ 


dA 1 . 


dB 


dAx d AX d AX 

Sec. On aura donc cette fuite d’équations 

iC dB 

■—A 


d A* X , 


dx 
dZ 
d Ax 
d Z 

" d A 1 x 
dZ 

dA*x 


dx 

dB 

dx 

dB 


d B 

*77 


dB 

dA x * 
dB 


dB 

4- A hA- 

dAX r dAx ^ dA*x 


dB 


dA- x 


■4“ A- 


dB 


dA*x 


-f-A- 


dB 


dA i 


d z 


dB 


-f-A 

d A n x d A a — 1 x dA *. — 1 * 

Ces équations donnent évidemment 


dB 

; &c. 

— I « 


d Z _ dB 
dx dx 

dZ 


— — -f-A dC 
dAx dx dx 


-4- A* 


A». 


dZ 


dZ 


A* 


dA*x 


dB 

dA*x 


dx 


■2 A 


dZ 


Th A. 


dx 

dZ 

dAx 


dB 

dAx 


dZ 

•A'- f- 

dx 


-f-A*. 


dZ 

dAx 
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, de d e d e 

dAiX dx 


d* 

d£ 

d A x 


*+■ A* 


1 

dx 

4 - A» 

dx 

de 

i 

A». 

de 

dAx 

' ■ AA 

dAx 

de 

- 4 * A*- 

de 


dA l x 


d A*X 


4- A 4 ■ 


d B 


dAix ’ 
'••••• 
de 


rtA 

dA n x 


de d C n 

t-nA— hn — 


dx 


— A 


dx 

dC 


— i dC 

A’— 

i dx 

de 


(n—i) A*- 
d A x dAx 

de 


A 1 - 


dA x x 


n— t n — * dC .dC 

• 1 ■ • ■ - A 4 "< • • • *+* A 1 

i j dx dx 

n — i , de de 

~ («-O-r- ^ a--- 

dC dC 

«}“ A r 


(n — 2 ) A 5 
A» 


dA*x 

dC 


dAix 


dA*x 

de 

dAix 

&c 


La derniere équation eft une des équations de con- 
dition demandées ; on trouvera les autres de la même 
maniéré , & il y en aura autant que de variables. 

Maintenant ,€ étant toujours une fonftion de l’ordre 
n, on demande les équations qui ont lieu entre les 
variables , lorfque 2 C doit être un maximum ou un 
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minimum. La nature du Problème donne (n 9 . 5-7) 

d C d G 

C = o. Mais </'£=— ■ — «T jc — i — Afx 

, c* d&x 

de 

►I - A 1 ef x &c &c , car / A x = A <f r , 

a A jf 

«T A 1 jf = A* <T ,r , &c , comme nous l’avons démontré 
dans l’article cité. De plus , par un Théorème du 
même article 


de 


d& x 


A <T X: 


de 


d Sx 


r *- z G 


di 


d Sx 

de 


dC de 

2 A î <Tx=— A Sx — A , 

dx*x ds-x ds 1 » 


.«Tx' + 


( 


2 f A 1 


dC. 


ds*x 


f » 


&c &c. On a donc , en n’ayant égard qu’aux termes 

qui fe trouvent fous le ligne 2 , l’équation 2 — «T je* 

de * de „ 

— A — ; . J' X -f- A 1 — : — ; .«Ta- — . 


ds x 


ds*x 


de , \ . , n 

* 4 - A" -Sx* &c ) =0, qui nelt autre 

— ds-x ) 


que 


*{([£]" -[*-£] 

r a. — * v 

L ds*x -I 


de ~y » — o' 


A 1 
A"- 


d a* 

de 


d s- x 


^ c r x” &c | = O. Or fi les variations Sx*' , 

, &c doivent être indépendantes les unes des 
autres, on trouvera, en égalant à zéro, chacun de 
leurs coelficiens, les équations de maximum & de 
minimum, qui feront en même nombre que les va- 
riables. 
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Il fuit du Théorème démontré n°. 7 que 

r rf£ Y dz . A . »— « dC 

I-7—J =-T- + nA- h n A*— — 


■dx J ~ 

h 

dx + ^ 

de n' 

n — „)* 

A 


dAx -* 


h 

- 

de • 

A 1 

Y » — *y 

■ d A 1 x ■ 

h 

J — 


dx 

A"- 

de 


_de 

"rfjë * 


dAx 


+> (n — i)A* 


A" 


*de 

dAx * 


de 


dx 


de 

d A; 


A*- 


de 

dÂ~ 


A* -7— j— > 
d A*X 


&c. Donc, en faifant les fubftitutions convenables 
on aura 

d ^ , A dC n — 1 dC 

A ‘ 1 

de 

A" 


dx 


dx 
— A- 


dC 


de 

dAx 


A* 


d Ax 


de 

dA*x 


de 


de 


d A*X 


de 

±A"- = 0, 

d A n X 

qui eft une des équations de maximum ou de mini - 
rn«m. On voit aufli que cette équation eft une de celles 
que nous venons de démontrer devoir être identiques. 
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pour que G foit la différegce exa&e d’une fondion 
de l’ordre immédiatement inférieur. 

Toutes les queftions de maximis & minimis rela- 
tives à la précédente , pourront toujours fe réduire à 
trouver la variation d’une fondion ir qui n’eft don- 
née que par une équation aux différences finies n = o 
de l’ordre n. Soit J'n=./î«r7ï--fi- B A«f w-fi-CA* «Tw 
-4-&c -+-M/*-fi-lVAJW-+-PA : ‘J\*-4-&c&c = o. Je 
multiplie cette équation par un fadeur , & je trouve 
2(j4 -ÿ A</'T-t-C^A*J'7r-f-&C-+- M-* <Tx 

-fi- N-* A J' a* -4- A 1 •f'x 4 - &c &c ) = confiante, 
que je transformerai facilement en celle-ci : 


[A. B *]<"-«>’ -fi- [A*. C* — 

&cK 5 ”' 

-+- B'î'J't — a . C'p . <r tt 1 -fi- &c 

-fi- C 'P A <f TT Sic 


Sic == confiante — ( a' ) . . . . ^ 

2 •' ([ M+Y — [ A . N* : M-[ A* . P * J 1 >*— 

Slc)J'x”' &C> 

4 - N ^ x t- A . P * . <T x -4- $rc 

-t-P'FA s r^—-&c 

Sic Scc. 


Je ferai [W-4]"' — [A.B*]*" - ,>, -fi-[A*.C'ï'] ( " — 
— &c = o , ou 


A-v-ï-n&.A'i'-i-n. 


■ A* . A * - 4 - &c 


— A .B v — (n — • i ) A* . B ÿ — &c 
-fi- A'.Cÿ - fi- &c 

Sic 


— o; 


Si le Problème fera réduit à trouver la valeur com- 
plette de dans cette équation de l’ordre n qui eff 
linéaire par rapport à cette quantité. ( V oyez le n°. 63 . ) 
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91. On a vu ( n°. j 6 ) la maniéré d’intégrer com- 
pletrement les équations linéaires du premier ordre 
aux différences finies. Maintenant, foit propofée l’équa- 
tion linéaire du fécond ordre Ay- f- 4- CA 2 ^=X, 

où A, B, C, X font fondions de x fèul, & où Aa? 
eft pris pour l’unité. L’ayant multipliée par un fac- 
teur a-, je l’intègre, ce qui me donne 2 (/?<ry 4 - 
Bcr&y 4- O A*y) = 2 o- X -h confiante. Mais 

2 B <r Ay = B<ry — 2[ A . B e .y' ] , 

2C<r± 2 y = C<r&y — A. Ce ._/4-2[ A* . Ce .y" ] ; 

donc l’équation précédente devient 2 (Aey — A .Be. 
y -f-A l .Ce . y" )-+- B a- y — A .Ce-. y-+~ C e A y = 
2 a- X 4- confiante. On voit aufli que 

2 A ey 3 = 2 A" e"y" — A'e'y — Aey , 

2 A . jBit .y =2 A . B' a-' . y ' — A .Be.y'; 

& que par ces fubflitutions l’équation dont il s’agit 
eft changée en celle-ci : 

X(A"r" — A. BV-t-Ai.CflO/'-HX) > 

(B — A)ey — ( Ab ■' — A. (B — C)e^y'-^mCe A 7 — • 
2 eX=a, 

a étant la confiante arbitraire ajoutée en intégrant. 
Je ferai 

A V r" — A . 5’ s-* 4” A 1 . Ce = O , . 

& cette équation fervira à déterminer le fadeur «•; 
alors K = a. fera l’intégrale* première complette de 
la propofée. De plus , fi l’on veut faire attention que 

A"e"=A”e+2A"±e+A’*e , 

A . 5V = A5* . o- -4-5" A fl-’=: A B' . fl- - 4 - (A 5*4-5") A r 
4- 5" a» fl-, 

A’ . C«- = A* Ci fl-4" A AC* . Afl-4-C"A*«-i 
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on verra que l’équation qui renferme «• n’eft autre 

que ( A ) 

A" .«■-+- 2 A" . A <r -A- A" . A s fip=0. 

_aB' — aB' —B" 

4 -A'-C — B" 4-C" ~ 

■+■ 2 AC* 

Je repréfenterai celle - ci par A 1 ? -+- B i Ac + 
CiA , x = o; &, l’ayant multipliée par un facteur 
■*" , je l’intégrerai comme j’ai tait la propofée , ce 

qui me donnera (K 2) 

(B 1 — A 1) VV — (/ 4 'i V" — A.(Bi — 

ClV'A«r = i, 

& étant la confiante arbitraire ajoutée en intégrant. 
Puis j'aurai , pour déterminer V' , l’équation 

/i . *"-f- 2 A" I . A *" + A" I . A 2 *"=o , 

— AB'i — AjB'i — B" 1 

+A‘Ci — B" i 4-C''i 

+2AC'l 

qu’on verra aifément , en mettant pour A" 1 , B' 1 , 
B" 1 , Ci , C' 1 , Ci leurs valeurs , être la même que 
A" B" a*"— f- C'' a= h-"— o, qui donnera [B)... 
A * B a * -4- C A 1 *■ = o. 

Lorfqu’on connoîrra le fadeur •*, on intégrera corn- 
plettement l’équation K 2 = b , ce qui eft toujours 
poflible , puifqu’elie n’cfl que du premier ordre. Or , 
comme la valeur de «•,. qu’on trouvera de cette ma- 
niéré , renfermera deux confiantes arbitraires; on aura t 
en taifant fucceflîvement une de ces confiantes égale 
à zéro , & l’autre égale à r , deux valeurs particu- 
lières de <r, qui étant fubflituées fucceflîvement dans 
l’équation K-=a , donneront les deux intégrales pre- 
mières complexes de la propofée , au moyen def- 
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quelles on pourra charter &y , & avoir la valeur com- 
plexe de y. Mais l’équation B n’eft autre que la pro- 
pofée dans laquelle on auroit fait X=o; donc tout 
eft réduit, comme lorfqu’il n’étoit queftion que de 
différentielles (n°. 49), à trouver une feuie valeur 
de y qui fatisfaffe à la propofée dans le cas de X=o. 

Soient A, B, C des quantités confiantes. On fa- 
tisfera à l’équation B en prenant ¥ = £*, d’où l’on 
tirera A* =£■'(£— 1), A 1 *=£*(£— & ç f er a 

donnée par l’équation du fécond degré A — B -4-. 
C-+-(B — 2C)Ê'-f-Cf i =o. Alors, à taufe de 
G"~ h2 , A'f"=C M ~ h 2 (C — 1), '*'"'=€* l’équation 

K2—b deviendra [Ci — Ai — (Ai — Bi-hCi)C]<r 
— [Mi — B 1 - 1 - C 1 ) C -j— B 1 — 2 C 1 ] A <r = 

x * » ou [C — B — CC]<r — [CG— f--B — 2C]Af 
= — — - — . AinG, en nommant Ci & G 2 les deux 

~r a • 

valeurs de C , & on aura les deux équations 
[C— £— CCl]r— [CCl-b£ — 2 C]A«r=_il— j 

[C — B — CC 2 ]tr — [CC 2 -\-B — 2C]Ar==-— ; 

qui donneront par l’élimination de Ar, cette valeur 
complexe de <r , 

îCj Ji[CCr-f-B — tC] 

T C*(Ci— 1 C})C*rt-.i c i (Ci— c"i)C- ■•-*» * 

qui devient, à caufe de B — 2C= — C(Ci-f-£2), 
b 1 i b t 

*" C(Ci — C i)C« -r » I C(6i — c» )t « .-«* * 

On en tirera deux valeurs particulières de <r , favoir 
1 1 

C(it — c* -> 1 1 ^ l(C 1 — c»)* -• >* ’ 
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fubftituant ces valeurs fucceffivement dans l’équation 
K=a, on aura ces deux intégrales premières com- 
plectes de la propofée 

([C — A]G i — A-+-B — C)y — ( A — B-fr-C-t- 
[B- 2 C]Ci)A^ = C*+*i [ci+s e . V. --]- 

( r c— A] C 2 — A -+- B — C) y — ( A — B C -+• 
[ B — 2 C] C 2 ) Ajy = 6 « +*2 [C 2 -h 2 "^77 J * 


Avec ces deux intégrales premières complettes , on 
trouvera la valeur complette de y , qu’on changera 
en mettant pour A — B-hC & B — 2 C leurs valeurs 
CC1C2 & — C(f H-£ 2), en la fuivante , 


y c(£i — Ci) 0* i [ Cr + 5: c.-t-i! 1 

e ' 2 [ C2+ï -54rr])- 

Ce réfultar eft bien conforme à celui que nous avons 
trouvé d’une autre maniéré page 517; j’y a» dit 
que le cas où les deux valeurs de € feroient égales, 
le réfoudroit par la méthode de M. d’Alembert, que 
j’ai expliquée n°. 4.1 ; voici cette folution. 

On fuppofera que les deux valeurs de € ne different 
que d’une quantité infiniment petite ? ; dans cette 

hypothèfe.on aura^= -fc* fCi-f-s — 1 


— (£■+•? )*^C2-+-2- 


— ; d’où i 


il fera 


facile de tirer, en développant les fonctions (£-4-?)* 


& 


xC* — 




— — [a I 4- 2 — 1 

C L 1 t«+i J 
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£* r , X(*-A-i) T , - . , 

— |jz2 -f-s — ^ - - — J 5 c elt 1 intégrale com- 

plette de la propofée lorfque les deux valeurs de C 
font égales. On parviendra au même réfultat , en in- 
tégrant complettement l’équation [C — B — CC]<r— 

b 

[Cf «+-B — 2C]Ar=5-^-j— , qui n’eft que du pre- 
mier ordre. En effet , à caufe de B — 2C= — 2C f, 
cette équation deviendra (f — i)«- + f Ara 

b * 

En la comparant à celle du n°. j(>, on 

aura r=- - - x ■ \a -H - J?; - t i~| = -, \ l~a-H 

— t d’où l’on tirera ces deux valeurs parti-J 
L V 

I X ""f** ï 

culieres de <r, — & , qui étant fubfti- 

tuées fucceflivement dans l’équation K— a, donne- 
ront pour intégrales premières complexes de la pro- 
pofée , ces deux équations , 

[(C — A) f — A-+ B — C]y — [A — B -+> C-+- (B — 2 C)C] 

A > =C- + ‘[ a i^X-j4 r ], 


[ B _4_C) ( ar-f- 2 ) -h(B — 2 C) (x+ 1 )f J Ajy= 


r X(*-t-i)~l 


On les changera, en mettant pour B — 2C, A — 
B-J-C & C — A leurs valeurs — 2 Cf, Cf* & 
— Cf(f — 2)i on les changera, dis- je, en celles-ci , 

C* r X ~i 

— (f— i) 7 -HAj,= — + 

Zz 


\ 
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£--*■> r 

— £ ( £ _ j ) * 4. C ] y •+• x A y = — [a 2 

X(*-w) n 
2 “ g- 


defquelles on tirera, par l’élimination de £y , la même 
valeur complette de ^ que ci-deflùs. 

Maintenant foie l’équation aux différences finies de 

l’ordre n 

A’j- {-&cc=X, 

où A, B, C, D X font fondions de la feule 

variable x & de confiantes, & où A* eft pris pour 
l’unité. L’ayant multipliée par un fadeur <r , je l’in- 
tègre , ce qui me donne 2 (Ary-{-Brù.y-\-Cr& t y-ï- 
D r&?y H- &c) =2 <rX 4 - confiante. Mais 

^B t h.y -=B t y s[A.B<r .y], * 

20A*y = CrAjr — AO 'C<r .y ], 

2 D o- S f y = D r &'y — A . D r . A y -4- A 1 . D r • y — 
2[A’ .Dr.y" 1 ], 

&c ; donc l’équation précédente deviendra 

x[A<ry — A . £<r .y-4-A* . Cr.y"-r- a’D a- .y"-bôcc) 
~i-B<ry — A . C<r ,y~4-A x . Dr *y ~3cc 
„$-Cr Ajy — A . Dr . ù.y , ’+-ÔCC 

-f- D r&y — &c 
&c = 2r X-+- confiante. 

Il n’eft pas moins clair que 

SAry=ZlJ<-rf— W— 

— y 4 ry, 

2 A . B ry' = 2 [ * . B r ]<—»’/ -[ A . B cr J— *> 
a — j y — (i — A. Br. y. 


/ 
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2 A*. C//=as2[A*.Cr]<"— *)y-_r A , 4C<r -je — ,y 

y- 1 '- — A’. O./, 

2 A» .Dr./ aS 2[A» . fl.f-îy r A , . D*1<— 4 / 
y»— O' — . A'.Dr.y, 1 

&c. Par la fubftitution de ces valeurs l’équation donc 
il s agit fera changée en celle-ci, 

X([A<r] n — A[B<r ](»— •)'_!_ A ,r Çr-Jn—i)' 

A’[Dr]< — • y + &c)y r +(K) 

4- (B — A)cy — C A[ c<r ~ B^] 4 - A'/)y'l^ “ 

C ^[Dr-Cr] + A.B'y-^- r ";/_ &C ' 

-h C' r A 3^pr A • J? «• . a y -f. & c 

■+-.D «• A 1 ^ — &c 
&C — IrX=«, 

Je^ferai ** C ° nftante arbitraire ajoutée en intégrant. 

[Aa-y — a[ B «•]("— »)'_!« A’rCir f a —»y 

A'fiDrJ — ir + atc^O, L J 

& cette équation fervira à déterminer le fa&eur «r; 
alors K-_ a fera 1 intégrale première complette de x 
la propofee. Mais ¥ 

A n <r n =zA n {jr-f- n A <r -J- 71 . _?ZI_L 

A [fl,](—)' = AB(»- , )'. ff ("- I) ' + ^A f '- 1 )- == 

A B<"' 1 >’ [cr -h (n— I ) A<r + ( n -r~ i) AV 4-& c "| 

r 1 J 

4-B" [_ A«rH-( n _,; A’«r-h&c] 

A-[Cr]t— yrrsA-C*— y.r'-—- )* +aAC t.-,y 
A<r< B — a i'4-.C B ’A*<r( a ~*) , ==: * J 

1 Zz ij 
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A 1 C ( ' ,_ "°'£«‘*+*( n — 2 ) A<r-h(tt — 2 ) — ~AV-j-&cQ 

+&c] 

-+-&CJ 


H-2AC ( — °[ 
C** 


A <r + ( 11 “2 ) 


[ 


A’w 
A 1 a- 


' ) '=&'D ,n — î) ’ . o-c— *>'4-3A»D ( '— * y . 

A fl-C — J V_4- ? A D " - 1 . A » tr!” — 3 >'-+• D n ' A V" — ’ >'= 

A 5 D ( ' , “ ,y [^<r-t-(n — 3)A<r + (n — 3)^L_iA I <r-+-&c^j 

4 - 3 A’D'"““ l) £ A<r«+.(n — 3) ^p-f-Scc^J 

H-3AD'"“"’ ) ’£ 

*+• D’’ [ A,<r ] 

&c ; donc on pourra transformer l’équation qui ren- 
ferme r en celle ci,(^) J 

A I «T -+- B l A<r 4-C I A J r-+-D I A* <r-f- &C = O , 

dans laquelle 

yf 1== A ,i ABf"- , >’-4-A 1 C in ~ 1 '' — A , D' n -î ) ’' 4 -&c, 

Bi=nA* — ( n — 1 ) AB n-i)'_B n '-h(n — 2) 
ji !(]in- 1 ) 4 . 2 AC (l, - 1) ’ — (n — 3) A* — 

3 a*D 

Cl== „ArA^_(n— 

t » 1 

( n _,)B n ’4-(R— 2) 

^Cin-o'-f-C' 1 ' — (n — 3 ) — A } D<»~ i >' — 

« ** 

-3)A’ D ln_1) ' — 3 ADi»-* J’ -H &c 
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—, n — 1 n — i , » — 1 

Di — n. . A' ! — (n — 1) . 

1 3 » ; * 

A B ( " " ,,r — C n — ! ) Bn ' + ( n — 2 ) 

n — î n — 4 n — * 

A’C( n -M’-t-2(* — 2) 

1 3 * 

AC^-'i’+fn — 2) C"' — (n — 3)— — — — i- 

2 3 

A’D 1 "- 3 )' 3(72 — 3}— — — A^D" -1 )' 

3 (n — 3 )ADf n -'>’ — 2 > 4 -&c, &c. 

Je multiplierai cette équation A par un fadeur •* n ’, 
& l’ayant intégrée comme j’ai fait la propofée, j’aurai 
(K 2 ) 

(Bl — Al)* n <r — (A. [Cl — È l]* n '-t-A' I *<«■►«/) 
f’+(A J .[Di-Ci ]*»’ 4 - aB'iÿO*- 1 ;;— - "» 

A'‘l* n + 1 >')(r " — &C 

-f-C Iÿ” A r — A . D I . Au-’-f-SfC 

+ Dlt"'A'f — &c * 

4 - &c = & 1 
&c. 

I étant la confiante arbitraire ajoutée en intégrant. 
J’aurai aulli pour déterminer -t*' une équation qui, 
toute réduction faire, deviendra 

A n ' ♦ n ' 4- £' 1 ’ C n ' A 2 4- C"' A 5 *"'4- &C= O , 

& donnera par conféquent (U) . . . «j 

A ÿ H- £ A 'f -+■ CA l 'i' 4 - D a 5 4- &c = o. 

Si l’on pouvoit trouver n — 1 valeurs de * qui,fà- 
tisfiffent à l’équation précédente, on auroit, au moyen 
de l’équation K 2 = b, n — 1 équations qui renfer- 
meroient <r & les différences fuccefiives jufqu’à celles 

Zz iij 
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de l’ordre n — i inclufivement. Ainfi par l’élimina- 
tion on arriveroit à une équation du premier ordre , 
de laquelle il feroit facile de tirer la valeur complette 
de <r. En faifant dans cette valeur fuccelEvement toutes 
les confiantes arbitraires , moins une , égales à zéro , 
on parviendroit à avoir n valeurs particulières de <r. Ces 
valeurs étant fubftituées fucceflivement dans l’équa- 
tion K = a, donneroient les n intégrales premières 
complettes de la propofée , avec lefquelles on élimi» 
neroit A y , A*jy & n -'y , & on auroit la va- 

leur complette de y. Mais l’équation B n’eft autre 
que la propofée dans laquelle on auroit fait X—O; 
d’où il fuit qu’on trouveroit la valeur complette de 
y dans l’équation linéaire d’un ordre quelconque 

Ay -+-£ ±y -H C &y -+-D A»j 4- &c = X , 

fi on avoit n — 1 valeurs de^r qui fatisfiflènt à cette 
équation dans le cas de X=o. Ainfi le Théorème 
de M. de la Grange, démontré n°. 4,9 , s’étend aux 
différences finies ; commç MM. le Marquis de Con- 
dorcet & de la Place l’ont remarqué dans les Mémoires 
cités page 314; & nous fommes arrivés au même 
réfultat , quoique nous ayons fuivi chacun des mé- 
thodes fort différentes. 

Si A, B, C, D,Scc font des quantités confiantes, 
on fatisfera à l’équation B, en prenant & C 

fera donné par l’équation du degré n 

A-^-B(G — 1 ) 4 -C(C — 1 )*4-D (C — 1 ) î 4 -&c=o. 

* 

Lorfque cette équation aura toutes Ce s racines iné- 
gales, le Problème pourra fe réfoudre par de fimples 
éliminations ; & dans le cas où elles auroient des ra- 
cines égales , on feroit de plus ufage de la méthode 
de M. d’Alembert que nous avons fuffifamment ex- 
pliquée. 


\ 
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92. Maintenant étant donné entre les variables n 
y & x les deux équations linéaires du premier ordre 

Ay-\-B%-+-C&y+-D&i = X, 

A a^-hD 1 Aj=Xi ; 

on propofe de trouver les valeurs complettes de y 
& 1, chacune en fondions de x & de confiantes» 
Après les avoir multipliées , la première par un fac- 
teur <r, la fécondé par un fadeur «- 1 , j’intègre, comme 
j’ai faie dans l’article précédent , & il me vient 

2[ ( A <r -f. A I e- l) y — A(C0--+-Cl<rl).y]Hb 
2 [(B<r-hBl <r I)j-A(D<r + Dl<rl){'] 

H- (O Cl<r I) y -+-(£)«• -+-D la- 1) £ = 
2[X»-+Xi t 1 j -h confiante. 

Mais il efl clair que 

2 [ A <r 4- A I <r I ] y — x ( A V 4- A ' I «•' I ) y — 
(Ao-~\- A 1 a- 1 )y , 

X(B<r -+-B l<rl )ï = X (BV + B' I ri )$' — 
(B<r-j-B 1 <r l ) 1 ; 

ainfi l’équation précédente pourra être changée en 
celle-ci , 

2 [A'<r'-\-A'l Al — A(C<r-l-Clfl-I )]y-f- 
X [ BV-t-B’l <r' I — A(D<t4 -D 1 r I )] 

-h (K) [(C — A)<r-+-(Cl — A l)<rl]y-\~; 

[(D — B)<r-h(Di — Bi)«-i]î — 
X(X«r-i-Xl<r X ) = a, 

a étant la confiante arbitraire ajoutée en intégrant. 
Je ferai dans cette équation les coefficiens dey &c 
$' fous le fïgne 2 chacun égal à zéro , & j’aurai pour 
déterminer r & <r 1 les deux équations 

, Zz iv 
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( A — AC) tr - 4 “ (A — C )&*-}-( A' 1 -“—A Cl )<r I -f- 
(z 4 ' i — C' i)A(r 1=0 „ 

( B' — A £)) «■— f— ( B — D') A a- — (B i— aDi)»i + 
C B' i — D' i ) a <r i =o. 

Je multiplie ces équations, l’une par un fadeur V, 
l’autre par un fadeur Vl , & en opérant comme je 
viens de faire fur les propofées , je trouve 

(K2) . . [ ] <»■ — l — [ C 1 V-H-D iVi]«'I = b, 
& pour déterminer V & Vi, les deux équations 
A*'-+-B'*' 1 -hC aV+D'a *'i =0, 
/l't''+B , l^I+C'lAt , + D , iAt , i = o, 
defquelles on tire 

i+Caÿ + DAÿ 1 = 0, 

A !•¥ H - B H' 1 -+- C I A «j* -f- Di AÿI r=r O. 

Celles-ci ne font autres que les deux propofées dans 
lefquelles on auroit fait X—O Sc Xi=o; tout efl 
donc réduit à trouver dans ce cas une valeur particulière 
de chacune des quantités y & f. En effet , on déga- 
geroit alors dans l’équation /<2=&, celui qu’on vou- 
droit des deux fadeurs <r & <r 1 , ri par exemple, 
& ayant fubflitué pour <r 1 & A<ri leurs valeurs dans 
l’une des deux équations du premier ordre qui ren- 
ferment ces fadeurs, elle ne contiendroit plus que 
r, Ar & x ; on l’intégreroit complettement , & on 
auroit la valeur de <r avec deux confiantes arbitraires, 
d’où l’on tireroit deux valeurs particulières de ce fac- 
teur, & par conféquent aufli deux valeurs particu- 
lières de l’autre fadeur r 1 ; on auroit donc , au moyen 
de l’équation K=a, deux équations entre y & 
qui pouvant renfermer chacune une confiante arbi- 
traire différente , donneroient les valeurs complexes 
de ces quantités. 
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Soient entre les mêmes variables y & x les deux 
équations linéaires du fécond ordre 

A y -f- B 1 C Ay - 4 - D A % - 4 - E -4- Fa 1 x = X, 

Aiy~+-Bi?-1-Ci &y +Di<ij+Ei^ : ) + 
Fl A*f=Xi; 

on demande de trouver les valeurs complexes de y 
& ? chacune en fondions de x & de confiantes. Pour 
cela, il faut les multiplier, l’une par le fadeur s-, 
l'autre par <ri; puis les ajouter enfembîe, & enfuite 
intégrer comme nous venons de faire* ce qui don- 
nera 

^ [ (A s- -f- A 1 r 1 )y •+• (B <r -f- B 1 s- i ) j ■+* 

(C <r -f- Cl fl ) A y ( D s- -f- D I <r I ) A £ <+■ 
(£(T-4- ÊIci )A a ^4- (Fr-t-Flfl) A* f] =5 
2 ( X<r -h X i <r 1 ) 4 - confiante. 

Mais on a 

2 (/Î <r -f- ^ I s- I ) y = 2 f X" t" -f“ ^'*1 r'* I — 
(A' * -\r A 1 <r I )jy' — (A<r-^-A I <r 1 )y , 

2 ( B s- - 4 “ -B I «■ I ) J = 2 ( jB" s-” -4- B" I f" I ) — 

( J3 V -4- £' I t I ) £ — ( B e- -}- B 1 r I ) Ç , 

Z(Ctr-)-Cl<rl)Ay = (C<r-l-Cl<rl)y-b 

a (Cf - 4 * Ci a- 1 ) .y — sa (c 1 o - ’ c'i fi )y, 

2 ( D s- *4“ T) I s- 1 ) A^ = (Do - -H D I f I )j - 4 — 
A(D<r*4-C , (ri).ç' — 2A(DV-4 -D’i«-'i)î", 

s(£ «T -f- £ I O- I ) A*y = (_E <r -\-E l <r I ) Sy — 
A(£f+E Ifi).y-4-SA I (£f + £if i )y", 
2(Fs-*4-Fls-l) A 1 ^ = ( Fs- -4 -Fi 9- I ) A^ — 
a(Fb- -4~ Fi <r j ) -f- s A 3 (Fs- -4- F’ i f i)f ; 
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en faifant ces fubflitutions , on changera l’équation 
précédente en celle-ci, 

a 1 ( E r i <r i y\y" 

ï[B'/ + B"u ,, i-a(ûV+D , i/i) + 

A* ( JFV - 4 - F I <r I ) ] ?" 

H-C K) [(C — z4)<r-f-(Ci — A i)ci]^+ 

[(D — B)o- + (Dl — jBl)trl]?' + (Eir-4-£l<r|)Ay 
+(F«- + Fi ff-iJA^-q-fA.cC — £) «■ — 

A. (Cï— £l)trl — ^î'i f-' !]/■+* [A .(D F)<r— 

BV' 4- A . ( D 1 — F I )<T I — £' I <r' 1 ]ï — 
l(X r -f- Xlirl) = a , 

a étant la confiante arbitraire ajoutée en intégrant. 
On fera dans cette équation les coefficiens de y* & 
chacun égal à zéro , & on aura pour déterminer 
<r & <ri les deux équations 

(/_AC’ + A 1 £)f+(z/-AC’-C'+ 

2 AF’) A a- -\-(A"— C" •+•£ ( ] A 1 «• m 

(A"i — AC'i-+-A a £i)o-H-( 2 Æ'i — aC'i — > ==o. 
C + ZAÊ'lJArl — C"l-+-£''l ) ■ 

A 1 <r I J 


( B" — • a D' -4- a ; * F) r h- ( 2 B' — a D' — D" -4- } 

2 AF , )A«r+(B' , -D"+F")A^ / 

(E"i — aD‘ i *+-a*Fi) «■ i -+- ( 2 fi"i — > = o, 
aD'i — D"l-h2AF' l )Arl-f-(B"l — l 
D"l+F"l)A^I ) 

On opérera fur celle-ci comme fur les propofées, 
après les avoir multipliées , la première par V , la 
fécondé par t"i ; & on trouvera premièrement 
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cette équation ( K 2 )..... 

[f/-C"+2AF- a*£)V'-+-(B''_D"4- 2 aF 
A* F) 

[ (A"i — c" IH- 2 A£' I — A* £ I )+"-H (B 1"— D" 1 
H-2 AF'l — A I Fl)V' l]<rI-4- 

U^'i — C’i -4- E" 1 ) *" + (B" i-D"i-+- F" 1 ) 

V’l]Airl4. 

[A . C^ ,, — AC’+ 2 A£’—£'')^ , ' — (^'"—AC W -h 
Aï£')^"'h- 

a . ( B" — a D' -h 2 A F— F ")+' 1 — (£" — 
A*F')V"l]r' + 

[A . I + 2 AFi-Fi ) V-(/' I - 

AC"l-i-A>£'l)*'"-+- 

A.(ffl-AD , I + 2AF’l-ri)V'i~(B w l- 
aC'i+A* F' ]<r'l 

— b , b étant la confiante arbitraire ajoutée en in- 
tégrant ; puis ces deux autres , 

A* *" _|_£ j .4. c" A *" -4- D" A i -+- £" A* -4- 

F'A’V'i =0 , 

A" 1 *" -f- B" i *" 1 -4- C" 1 A V -1- D" 1 A 1 -4- 

£'’iA^" 4 -riA^'i=o. 

Mais on tire de celles-ci , 

^t + flt I +CAŸ 4 -ÜA'ti 4 -ÊA , 'l' + 

F A*'t' 1 = 0, 

^ i' 5 '- 4 -£i'*'i- 4 -Cia*' 4 _.Dia*i - 4 -£i A 1 '? 4. 

FlA 1 *I=0 > 
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qui ne font autres que les deux propofces dans Ief 
quelles on auroit fait X=o & Xi=o; donc tout 
eft réduit à trouver dans ce cas deux valeurs parti- 
culières de chacune des quantités y & y. Les deux 
Problèmes que nous venons de réfoudre , fuffifent 
pour faire voir comment il faudra s’y prendre dans 
des cas plus compliqués; on trouvera conftamment 
que les Théorèmes pour les équations différentielles, 
que nous avons démontrés n°. yo , ont également 
lieu lorfque les équations font aux différences finies. 

93. Nous allons nous occuper dans cet article des 
équations aux différences finies & partielles. Si nous 
nous fervons de Z*'" pour défigner une fonction de 
y' & x ; & de Z y ' m "+ -1 , Z*'* ~ hx , &c, pour mar- 
quer ce que devient cette fonction dans différens inf- 
tans confécurifs, en fuppofant qu’à chacun de ces inf- 
tans x augmente d’une unité; deZ J ' +, ’ x , Z y ~ hl ”, 
&c , pour marquer ce que devient la même for.&ion 
dans différens inftans confécutifs , en fuppofant qu’à 
chacun de ces inftansj/ augmente d’une unité : il nous 
fera facile de voir que Z y *~ i ~ t — Z*'* eft la diffé- 
rence de Z y '* prife en regardant X feul comme va- 
riable , que Z y — Z y * eft la différence de la 
même fonélion prife en regardant y feul comme va- 
riable, &c ; & par conféquent que Z y '*~ ¥ ' — Z y * t 
Z y ~ i "' K — &c , font des différences finies & 
partielles de Z y De même que toute équation aux 
différences finies ordinaires ( n°. y6 ) pourra être re- 
préfentée par une équation entre x, y , y./.&c; 
toute équation aux différences finies & partielles, dans 
laquelle l’indéterminée ne fera fonétion que de deux 
variables , ayant chacune l’unité pour différence , 
pourra être repréfentée par une équation entre x, y , 
Z y ' a , Z y '* + \Z y '*+ x , &c,Z y + ’•*, Z y ~* m2 ' M , &c, 
Z^ + , '* + », Z y + > 1 * ■+■ 1 } & c> z* + i .* + 1 1 
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2 fj> h- j, *4-* t & c> & c . On trouvera tous les termes 
y , y, y " , &c, de la fuite dont y"’ eft le terme gé- 
néral , en mettant dans ce terme général pour x fuc- 
ceflîvement 1,2, 3 , &c; on trouvera de même toutes 
les fuites dont Z y ' x eft le terme général, en mettant 
d’abord dans ce terme général pour y fucceflivement 
I , z, 3 , &c, ce qui donnera Z 1 '*, Z 2 *, &c; & 
mettant enfuite dans chacune de ces fondions pour 
x fucceflivement 1,2,3, On conflruira de cette 
maniéré la Table que voici qui renferme tohtes les 
fuites dont Z*'* eft le terme général. 



Une férié y, y', y", &c, eft récurrente fi un terme 
quelconque eft égal à un certain nombre de termes 
précédens multipliés chacun par une fonction de jt; 
lorfqu’un terme quelconque des fuites A fera égal à 
un certain nombre de termes pré^pdens multipliés 
chacun par une fondion de x &c y, on les nommera 
récurro-récurrentes. Ce nom leur a été donné par M. de 
la Place, comme on peut le voir dans le Mémoire 
cité pag. 314, & dans celui qui fe trouve dans le 
tome VII des Mémoires préfentés à l’Académie par 
divers Savans; c’eftde ce dernier Mémoire que nous 
tirerons les chofes principales que cet article & le fui- 
vant renferment. 

Pour donner un exemple de fuites récurro- récur- 
rentes, foit 
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en fuppolânt x fucceffivement égal à i , 2 , 3 , &c , 
on aura cette fuite de fondions 2* ', 



. , &c; en faifant enfuite 

1 » i 

dans chacune ^ fucceflîvement égal à ï, 2, 3, &c, 
on formera la Table fuivante 



2, 3 » 4 » 5* 7 y 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

• 

• 

x 

/ 

1,2,4, 8 » 16 » 3 2 > 6 4> &c 

0, 2, 8, 24, 64, 160, 384, &c 
p, 0, 4, 24, 96, 320, 96 o.&c 
0, 0, 0, 8, 64, 320, 1280, &c 

0, 0, 0, 0, 16, 160, 960, &c 
0, 0, 0, 0, 0, 32, 384, &c 
0,0,0,. o, 0, 0, 64, &c 


Ces fuites font récurro- récurrentes , car un terme 
quelconque eft égal au double du terme qui précédé 
dans la diredion des x , plus au double du terme qui 
précédé celui-ci dans la diredion des y. Par exemple , 
960=2. 160-4-2 . 320,320=2. 64-4-2 .96, &c. 
L’équation aux différences finies & partielles, dont 
la fondion indéterminée eft le terme général de ces 
fuites, fera donc Z*'*= 2Z* *’ *— *; 

k 
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on aura en même-tems cette équation aux différences 
finies ordinaires Z' ,y = 2Z y ~ 1 ' 1 . L’équation aux 
différences finies & partielles ne commence à avoir lieu 
que lorfque y & x font chacun plus grand que i ; 
ainfi dans cette équation , Z ' • * ou Z y ' 1 eft arbitraire ; 
je dis l’une ou l’autre , car Z y ' 1 , par exemple, étant 
déterminé , au moyen de la propofée on pourra con- 
noître Z y x , Z y,i , &c. On a fans doute remarqué que 
dans cet exemple , l’arbitraire eft déterminée par une 
équation aux différences finies ordinaires , ce qui arrive 
le plus fouvent dans les applications du calcul dont il 
s’agit. 

Maintenant l’équation anx différences finies & par- 
tielles du premier ordre Z 9 '* = A* Z 9 '" 1 

JB X Z * 1 ■ “ -f- C * , dans laquelle A* , B” , C* défignenc 
différentes fondions de x feul & de confiantes , étant 
propofée; on demande d’en trouver l’intégrale com- 
plette. Cette équation ne commence à avoir lieu que 
lorfque y & x font l’un & l’autre plus grands que i ; ainfi 
l’une de ces deux fondions Z 1 - * ou Z 9 ' 1 fera arbitrai- 
re. Je fuppolè Z 9 ' x —q\ (y), & la propofée donnera 

( I) Z 9 X =A*<r.(y)+B'Z 9 -''*+C, 

(2) Z y '—A'Z yl •+• B' Z y — '-î + C’; 

A 2 , B 1 , C 2 & A* , B* , O défignant ce que devien- 
nent les fondions A*, B“, C*, lorfqu’on fait x fuc- 
ceflivement égal à 2 & 3. Mais l’équation 2 donne 

Z 9 — t ’ 1 =A i Z y — t ' 2 -i-B } Z 9 -~ 1 ’ } -+- C f , 

de laquelle on tirera la valeur de Z y ~~ ,t , & l’ayant 
fubftituée dans l’équation 1, on aura Z y ' 1 = A z <p : 

(y) 4 -C* -V- ( Z 9 ~" » — B\Z y ~'' — O ). 

En mettant cette valeur de Z 9 '* dans l’équation 2, on 
la changera en celle-ci, 



Du Calcuç » 

(Kl) A'(A'*:(y) + 0)-bC> (j — B 1 ). 

La propofée donne aufli 
(3). .. . .Z'’ 4 =/î 4 Z'- 3 +B 4 Z>- , ’M-C 4 ;' 

& par conféquent 

2*— 1,4-— z y ~ I ’ 3 -f-B 4 Z J ' — 1,4 -hC + , 
Z>- S ’ 4 =#Z 3 '- 1 ’ 1 - 4 -B 4 Z y— 3,4 H-C 4 . 

Donc fi l’on met dans l’équation ai pour Z y ~ l '\ 
Z J,— l ’ 3 leurs valeurs tirées des deux précédentes , on 
aura une valeur de Z yl qui étant fubftituée dans 
l’équation 3 la changera en la (lavante, 

( fl2 ) Z* 4 _(B-4-B î + B 4 )Z>— , ’ 4 -h 

[B*(B>+B')-hB*B']Z y — I ' 4 — B‘B'B*Z y — J ' 4 =« 
(K2) .i 4 4 Ki-+-C 4 (i — B 1 — B 3 -4-B*B 3 ). 

Je continuerai de faire ufage de la propofée pour 
en tirer 

(4) Z'’'=, 4 f Z'M-B f Z J — ^ '’M-C*; 

puis Z*—' t = A'Z y — ''4-+-B s Z r — , ’ 3 + C ( ) 

Z' — *•* = /î 4 Z' — 2 ’ 4 -hB T Z' — 3 ’* -+-C*. 

Z J— i'S—A'Z* — 3 ’ 4 -hB î Z J '“ 4 ^ + C f . 

Ces trois dernieres équatiotis me donneront les va- 
leurs de Z y *’ 4 , Z y 2 ’ 4 , Z y ~ i * j je mettrai ces 
valeurs dans l’équation a 2, & la valeur de Z y 4 , 
que j’aurai de cette maniéré, étant fubftituée dans 
l’équation 4 , la changera en celle-ci , 

(33) Z y '— (B 2 - 4 -B } -f-BM-B')Z'— ^ *•* -+- 

[B f (B 1 H-B 3 -hB 4 )-t-B 4 (B 1 -t-B 3 )-f-B»B > ]Z'-*' 3 

— [B î (B 4 [B 1 -l-B 3 ]-hB i B 3 )H-B J B 3 B 4 ]Z J '— 3 -r 

B î B î B 4 B 3 Z j '~ 4 ’ j =CjK3 ) A 1 K 2 

0 [i 


\ 
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c* [ Î — B* — B» — . B 4 4- B 1 B* •+• B* (B* -H B» ) — 

^Bnn on doit voir , fans qu’il foit néceflàire de pouflèr 
plus loin ces opérations, que le Problème pourra 
toujours fe réduire à l’intégration d’une équation de 
cette forme (A). : ... • 

Z*' a — M a Z’— x '* +N*Z y ~*'" — F* Z* 

Ôcc = V y - m , 

dans laquelle les fondions M m , N“, P*, &c, V y,m 
feront faciles à déterminer par analogie. Si on les 
veut d’une autre maniéré, on remarquera qu’elles 
font telles qu’on a cette fuite d’équations du premier 
ordre aux différences ordinaires, 

‘4- F*. 

P«=P» — ', 

&c , . * 

V 9 ' i —üf*“ , k -h2V 1 "“ T — 

P— *-H&c). 

On traitera l’équation A comme étant aux différences 
ordinaires, & on aura la valeur de Z y H avec des 
arbitraires qui pourront renfermer x. Mais il ne doit 
y avoir dans l’intégrale demandée de fonétion arbi- 
traire que : (y ); il faudra donc déterminer les autres, 
ce qu’on fera aifément en fubftituant dans la propofée 
la valeur trouvée de Z y m , & en comparant les termes 
homologues par rapport à x. 

Si l’on propofoit l’équation 

Z y m = A m iZ y ' •— 1 -\-A*zZ y — x '*— x -+* 
A*îZ y ~ m 


A aa 
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B* 3 Z*~~ i ' a +&c + C»; 

comme cette équation eft du premier ordre par rap- 
port à a:, on i’intégreroit par les mêmes procédés que 
la précédente i c’eft à-dire qu’en faifant Z 3 ' 1 = (jr), 

on parviendroit à une équation de cette forme, 

Z 3 ' M -t‘M a Z 3 ~~ , ' m -l-N m Z 3 ’~‘ 1 ' m '+'P"Z 3 '~ 3 ' m ’b 

&c = P’ M , 

où les fondions M ", N", P* V 3 '" feroient 

données par les équations fuivantes, 

M*~ — 

N m =N a —' — B m iM mmm ' B'i; 

F"=P«->— B* iN”- x -~B* 2M H - X —B t 3; 
&c 

ri-C*[i-f-M— '- 4 -&c ]. 

Je prendrai pour exemple l’équâtion aux fuites 
trécurro-récurrentes dont nous avons parlé plus hdut.St 
<que l’on fait être Z 3 ''‘=.iZ 3 ~~ x ' a -\-3.Z 3 ’*~ x ' , — x \ 
on a dans ce cas 

P*=P— alV-—*, ' 

&CÎ y 3 '*=: 2 V 3 ' — *. 

Mais ( n°. j6) on tire de la première de ces équations 

M a i~ 1 = c 2ZI=C — 2 . (x — 1)= — 2 . ( x — l), 

puifque M m ~ x doit ctre nul dans l’hypothèfe de 
ar=i ; donc M"= — 2 x. Alors la fécondé équa- 
tion devient A’*==JV*— , '4“ «J •(*-'■ i), & donne 
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/tf*“ , =sc<4"4ï(x — i ) = c -4- 4 — — « 

#-h =4 *H- 1 ^ , car *=i doit 

rendre iV*"“ , = oj donc N"= 2*.x. .La 

troi/îéme équation devient P*=P "~ I — 2 J .j 

X x JX-+-» 

• ,& donne P a ~ l =c-—2 1 i( k x t — $x-\- 2 ) 


( xi X % X 

~6 

^ A» **.(* — O 

O — I)J=— — 6 -•+ 


x.(x — i )* 


+* 2 *\ 


x — i 

SX ha. 


(x— i)^î donc P*=* — 2 i x.) 

— . — — , &c« Quant à l’équation V* ’ * =5 

2 , on en tire =C2*““*; mais cette 

fonéèion , comme les précédentes , doit être nulle 
lorfquex=i; donc V y ' a eft néceflairement nul 
dans cet exemple. Cela pofé , l’équation qu’il s’agira 
d’intégrer pour réfoudre le Problème , fera 


Z y> " — 2xZ*-~' m - h a* .x. 


Z’—*— 2 'i 


X 1 


Z y ~ »'"-h&c=o; 


voici un moyen fimple d’y parvenir. On* verra aifé- 
ment qu’on peut fatisfaire à cette équation , en pre- 
nant Z ya = A*—*, où x eft telle que i 


IX 


■X .• 


X 1 


ti x- 

— x.— 

A» 


• I X » 


Aaa ij 


-h &c = o j 
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jçe lle-ci devient ^"=0, & ne donne par 

conféquent qu’une valeur de X, favoir X=2. Cela 
pofé, on fera Z y '”=n y a i* — \ 8c en fubftituant 1 
toujours dans la même équation , on la changera en 
celle-ci , 

x— r 

-x . 1 

» 


x— r 

x. 

X 

1 

1 

» 

*~~ t ri*— } ’*+8cc — 0, 


3 


<Jüi n’eft autre que A’'n- r ’“= 

0, & < 

ü-oa-o 

0 

c 1 

ï -»-3 

0 

0—0 {y — O 

0 


e 2 


H- 

+ 


O — *-*- O 
■*) 

O — «■*“») 

i.i.î (* — O 

„ , (^-■)0-0 : J . U ;0ri5±lL + & c ; 

J 1.1.3 J) 

il refte à déterminer ci, c 2 , c 3 . Pour cela , je mets 
dalfc l’équation Z"= aZ>- ''«-f-2Z>— * 
pour Z 7 ’* fa valeur; &, à caufe de 


0 — 1)0 — 0 


I.i. j 


0 — oo — î) — 

(y — *) 

«»-3 


O — *) O— O--- 

. ..(^ X-+- T ) 

i -*-3 

-..(* O 

0 — 00 — *)•••• 


Il 1 ( X 1 1 

• • • J 

O — * H y — 3 )••• 

( 7 -^x-f-O 


1.2.3. 
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O — OCj> — 3) {y — y-f- 1 ) 

(* — 3 ) * ' 

&c , il me vient 

. . O — *)Cy— 

— +<«+«) 

^ O O — ?) (j» — x-hi ) 

(*— ~ h 

Cca-hcj) ^ — (r-y-f-tj 

*•*•» S ...C* — J) 

(J- *) , 

>•*•3 ( X — l ) ” 

— 3 ) 

»*-3 ( * — i ) ‘ +î 

Ce 5 4- Va) J Z-^0 , -3)...(y--Arf. t ) 

Cette équation ne peut être identique à moins que 

ci='ci, ca = 'ca, c 3 = 'c 3 , &c; 

d’où il fuit que ci, c 2 , c 3 , &c , doivent être des 
quantités confiantes. Ainfi lorfque x fera = i , on aura 
m ' , * = ci, ci étant une quantité confiante, & 
Zy-' — ci 27~ l ; mais par la nature de nos fuites 
récurro-récurrentes, Z’V i, donc cz=x. Lorf- 

que x fera — 1 » on aura nr> »== — ~ r . ■ 4 - c 2 & 

1 

Z y,t —2y~ l (j — i-4-ca); mais par la formation 
de nos fuites, Z 1 » 1 » o, donc c2=o. On trou- . 
vera de la même maniéré C 3 & les autres coefficiens 
nuis; & par conféqueit que ces fuites ont pour terme 

général ov- 0-0 (y-p (j-x+t) 

*•*•3 (* — •) 

Soit propofé l’équation du fécond ordre 

Aaa iij 
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. * = /î * i * * - 1 -H 2 Z > * * - 1 4- B * i ‘ 

B*2Zy- t ' x - l -+-C x Zy- t ’ x -+-D*. 

Cette équation ne commence à avoir lieu que lors- 
que y & x font l’un & l’autre plus grands que a ; ainfi 
Zy >l & Zy ** relieront néceflairement arbitraires. 
Je ferai comme dans le Problème précédent Zy- l ~ 
q: (j y), Zy> 1 i & la propofée donnera 

(i) ZJ'-J — A'if:(y ) 4 - A* 2$ :(>)■+• 

B 5 1 Zy~ 1 '* 4- B’ 2 / : — i)4-C J Z? _l,} -+-D i , 

C2). ; Zy’*=A* 1 Z y »* -t-A*2f:(y)-h 

B* 1 Zy-'>*-\- B* 2 Zy-'> > & Zy- x '+-\-D\ 


On tirera ded’équation 2 , Zy~ l > *=A 4 1 Zy~ 1 '* 

A* 2fi (y— i) + B 4 iZr *-4 + B t 2 
C 4 ZJ' - J >4 4 -D 4 , & par conféquent Zy- 1 ’} 

~ — (Z ? -1 * 4 — A* 1 Zy- 1 »} — A* 2 fi (y — 1 )— 

B* 1 Zy-*»* — C*Zy -’>4 — D 4 ). En fubftituant 
cette valeur dans l’équation i, il viendra Zj»} = 

A 5 1 fi (y ) 4 - A' 24 : O ) 4 - (B’I ^r) 

Z ? - 1 » 3 4- B* 2/: — 1 ) 4- 4 - {zj-* * 4 — 

A*2fi(j— 1) — B 4 i Zy- 1 » 4 —C*Zy ->>4 — D 4 ). 
Celle-ci donnera Zy- t ‘}=A i ïf:(y — ï) 4 --^ , 2 <|: 


, B* i B+ z— CM* 1 _ 

O-D-H — (&-•♦— 


1 (B 4 *) 1 

* 4 4 i Zy- 1 »} — ^ 4 4 2/: 


.*); — B 4 I Z?- 1 * 4 — 


C4Z>-J' 4 — D 4 )4-B 5 2/:(jy— 2)4-D } 4 


f ZJ'* 1 * 4 — A*zf:(y — 2) — B*iZy~}> + — 

C 4 Z2-4m — £> 4 ). Ainfi on pourra chaflfer Zy'}, 


% 
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Zy ~ l * * de l’équation 2; par une fuite de procédé» 
femblables , on réduira le Problème à l’intégration 
d’une équation de cette forme 

Zy>* + M*Zy- i >*+tf*Zy- l >*-bP" Zy-}>*-t* 

&c = f^y>», 

ce qu’on fera par la méthode du n 0 '. pï. 

94. tl nous refte à faire voir, par différentes ap- 
plications , l’ufage dont peut être dans I’analyfe , le 
Calcul Intégral aux différences finies; & d’abord nous 
réfoudrons un Problème où il eft queftion de déter- 
miner, l’exprelfiion générale de quantités affujetties à 
une certaine loi qui fert à les former. * , j 

_ Soit x le finus d’un angle, \ & y fon connus i on 
pourra former , au moyen de l’équation 

(*). . . .fin. nx— 2 y fin. (n-^-i)x — fin. (n— 
la table fuivante , 

fin.z = x, 

fin. 2 x — x( 2 y)i 

fin. 3 f— x (4-y 1 — 1 )» 

fi n> 4 ï = x( 8 f— 47), 

fin. yx— x (. 1 6y * — I2j l -f-i), 

&c. En continuant plus loin cette table, on parviens 
droit , par voie d’induétion , à déterminer l’expreffiot» 
générale de fin. n? ; mais il eft queftion de trouver 
cette exprefiîon direâement. On verra aifément qu’oo 
peut fuppofer 

fin. nx=x[Ay n —' -+• Cf~* •+» 

Dy *~ 7 4-&c] ; 

& par conféquent 


Aaa iv 
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fin. (n — I) 1= x[! A f— *•+•']} y—* -ï-'cf — 6 -f» 
‘ Dy • 4-&c], 

fin. (n— 2) i=x [My-J+'By-' -f- V "“ 7 + 
# Dy— c]. 

En mettant ces valeurs de fin. (n— i){, fîn.(n— 2 ){ 
dans l’équation * , on en tirera 

fin. n{ = 2 ar ['^y -1 -h 'B y “* ■+•' cy mmmm * «+• 
'Dy— 7 -f-&c] 

— X ["Ay — J -q-"By — ' 4-*cy— '-1-&C]; 

expreflîon qui étant comparée à la première, donnera 
cette fuite d’équations 

z'A = A, 
st'B — "A=B, 
s 'c~"B = c. 
a'D — "c=s= D, 

&C, 

qui ne font autres que 
a/l — A' — o, 
a B — B' —'A, 

o.c — c' — 'B, . , , 

a D — D' = 'c, 

&c. 

Si l’on avoit 2 JC — K'=X, & que Fon comparât 
cette équation à celle du n°. ytS, on trouveroit, en 
désignant par ar le nombre des termes qui précé- 
dent JC, pour la valeur complette de JC, JC = 

2*1 ~c 2 t j ; nous allons faire ufage de cette 

formule pour intégrer les équations de la fuite pré- 
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eédente. Pour la première, x=n — i & X= o; 
donc yî = c a"“* : on déterminera la confiante ar- 
bitraire ç , en remarquant qu’on doit avoir A — i 
lorfque n=i, ce qui donnera c=i & A=s2 n ~~". 
Pour la fécondé, x=n — 2 & X='A=2 l '~ i ; 


doncB=:i , "~ s [c — j2i]=a"“*^c ^ : 

on déterminera la confiante arbitraire, en remar- 
quant que la fuppofition de n =2 doit donner B —o , 
& on aura B= — 2 a ~~ i (n — 2). Pour la troifiéme, 
x=n — 3 & X—'B = — 2"— 4 O — 3 ) ; donc 
C=2' , "“ î [c-+-^2(n — 3)]; or s(ti — 3)=sn — 
n% —n _ x (n— 5)(n— 4) , . 

32I _ — _ — 3)— *“3. 

donc C = a’ , "“ î fc-4-ï ■+• — — 3 V - — — ^ : on 


n _ N (n— 5)(n— 4) , . 

3(72— 3) = h 3* 




-3) 4) 


déterminera la confiante arbitraire , en remarquant 

que la fuppofition de 71=3 doit donner C— o, & 

_ (n— î)(n— 4) _ 

on aura C= 2 n ’* • . Puifque C ne 

commence à avoir lieu que Iprfque n = y , j’aurois 
pu prendre n — 4 pour le nombre des termes qui 

précédent C, & j'aurois trouvé C= 2"“ 4 ^c-4-3 -h 

S* — lL^ ; j’aurois déterminé la confiante 

arbitraire, en remarquant que n= 3 ou n= 4 doit 
donner C=0, & j’aurois trouvé la même valeur de C 
que ci-defius. Lorfque n=^, D n’a point encore lieu; 

donc, à caufe de X='C= 2 n ~ s . — — — , 

Z 

_ . r (« — 4) (n — O 1 .r 

on a D= 2 ’”“ 4 J^c — 2 — J. Matk 


(n — 4) (n — O 
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2Cn— 4)(n— ;) = 2Cn 1 — pn + 20) = ■ 

i»*' n n x — n , 

9 — : h 20(71 — 4) = 


z 6 " z 

(n — 4 )(n — 0(" — O 


— 40 ; donc D = l w ~~ 4t 


( c + : — 


(n — 4 ) (?»--$) (" — 6 ) 
3.16 


> 


On détermi- 


nera la confiante arbitraire, en remarquant que la 
fuppofition de 71=4 doit donner D=O t & on aura 

D=- 2 -’ <— , &c . 

Le Problème qui fuit eft d’un autre genre ; mais 
je crois qu’on en verra avec plaifîr la folution par 
les méthodes précédentes. Un homme a conftitué une 
fomme a en rente, avec cette condition qu’on lui 

paiera chaque année le — — de cette fomme , en lui 

m 

retenant la fra&ion — de cet intérêt; en forte qu’à la 
n 

fin de la première annéj, par exemple , il ne doive per- 
cevoir que — — - — . Cependant on lui a payé 


m 


mn 


toutes les années — , & par conféquent plus qu’il ne 


m 


lui eft dû; fi le furplus eft employé à amortir le capital, 
•n demande ce que deviendra ce capital après un 
nombre x d’années. 

Soit alors y ce capital; à la fin de cette année, 

* y y 

il ne fera du à l’homme en queftion que — — , 


m 


mn 


U 

'& lorfqu’on lui aura payé — , le capital fera dimi- 
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nué de — — 4 — — . Ainfi le capital de f an- 

m m mn 

née *-+- i, que je défîgnerai par y, fera égal à y— " 
d y y 

j- ; & on aura à intégrer l’équa- 


mn 


m 

tion y — fiH — - - — }y= • En la 

•* V m mn /■ m 

comparant à celle du n°. 5 6 , on trouvera 

- — — Y (c — ~ ï[i+- — 

V m mn J \ m U m 

T*’ ! ' Y Mais sfn*- — T*“ ' efl la 

mn -J / G* m mn J 

fomme de la progreflion géométrique 


{,+- — —Y -Y" 

\ m mn S \ t% mn J 

— - — , laquelle fomme eft égale à 

* . * *•'>*• “ V v 

— i-V. — * 

mn / 


( 


mn 

I-4-- 


1 Vi 

1 1 , »Y 

A 

m ! ma J 

1 1 

Vf c — — 

m mn 

J \ B1 

/ : i 

— Y - -* 

I !-+■ 

V m 

mn / 


donc y 


. On déterminera 


T 

V m mn / \ m mn / 

la confiante arbitraire par cette condition que x=I 
doit donner y = a, & on aura c == 
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D o 

(m-t-i)a . 


C Â L C V t 


mfi-h— 

\ m mn / 


donc enfin _ys=- 


(-( 


i-+- • 


m 


mn / J 


Si l’on vouloit l’année à laquelle ce capital ferait 


. f 1 1 

nul, on auroit n = { i -f- — — 1 

\ m mn / 


& * = 


log. 


lo g- ( 


r-H ■ 


m 


-) 

mn / 


■. Par exemple , l’intérêt 


étant à cinq pour cent, & la fotnme à retenir un 
dixiéme de cet intérêt ;* orv trouverait x = I *4«» 


log. IO 


n*3* 


log. ( i -+- Hr. ) 

Maintenant voici deux autres Problèmes tirés du 
Calcul des probabilités. Pour les réfoudre, nous fui- 
vrons la réglé ordinaire de ce Calcul ; en eftimant 
la probabilité d’un événement , par le nombre des 
cas favorables, divifd par le nombre des cas poffibles. 

Le premier de ces Problèmes confifte à trouver 
la probabilité qu’un nombre de pièces , qu’on pren- 
dra au hafard dans un tas , fera pair ou impair. Je 
nomme x le nombre de pièces contenues dans le tas, 
y la fomme des cas dans lefquels le nombre de celle 
qu’on prendra peut être pair , & f la fomme des cas 
dans lefquels ce nombre peut être impair. Cela pofé , 
fi on augmente le nombre x de pièces d’une unité, 
alors y repréfentera la fomme des cas pairs , & fera 
égal a y-+-f, puifque chacun des cas impairs, com- 
biné avec la nouvelle pièce , donnera un cas pair. 
De même, ? repréfentera la fomme des cas impairs 
lorfque x augmentera d’une unité, & fera égal à 
7-4- 1 . On aura donc ces deux équatiqjiî y'=y-hl 
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?- 4 -.y*+" i . qui ne font autres que & 

Aj=y- 4 -i.On en tirera bien facilement A^==y-f-i , 
équation qui étant comparée à celle du n°. p i , donnera 

y+C j.= 3 '[c h- S = î*[c-+- 

/ , 

' I « 

puifque x • + f ■ eft la fomme de tous les termes de 

cette progreflïon géométrique——, — - ...... 


Donc y = (c-|- 1)2*“ ‘—i j pour déterminer la 
confiante arbitraire , on obfervera que x étant I , on 
doit avoir y = 0 -, donc c=o, 8 t y = 2. x ~ l — 1. 
Mais \ = A j z=2*~‘ ; donc la fomme de tous les 
cas pollibles fera a*— -I. Ainfî on aura pour la pro- 
babilité qu’on prendra un nombre pair de pièces 

i» — *— 1 

î & pour la probabilité que ce nombre 


jf — ï 

qu’on prendra fera impair , ■ ■■■ , d’où il réfultera 

qu’il y aura toujours plus d’avantage à parier pour 
les nombres impairs que pour les pairs. Je pane, au 
fécond Problème. 

Pierre & Paul , dont les adrefles refpe&ives font 
:: m:n, jouant enfemble; fur un nombre^ de coups, 
il en a manqué conftamment un nombre * à Pierre, 
& par conféquent un nombre y — x à Paul , pour 
gagner ; on demande la probabilité refpeâive de ces 
deux Joueurs. 

La probabilité de Paul pour gagner dépend du 
nombre y de coups , & du nombre x qu’il en a man- 
qué à Pierre pour gagner ; c’efi- à-dire qu’elle peut 
être repréfentée par une fonction Zr»* de ces deux 
nombres. Au coup fuivant le nombre y fera diminué 
d’une unité i & fi Paul perd, il ne manquera à Pierre 


7 ;o 
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qu’un .nombre x — I de coups pour gagner; alors 
la probabilité de Paul pour gagner fera Zy- l >*~' ; au 
contraire , fi Paul gagne, cette même probabilité fera 
ZJ-'-*. Mais les adrefTes des deux Joueurs étant 
::m:n; la probabilité que fur un nombre indéfini 

de coups, Paul gagnera, eft la probabi- 

lité qu’il perdra eft 


m-hn 

m 


m-hn 

-, on a donc Z 7 >*=» 

- Zy ~ 1 > « -+• — - — Zy ~ 1 •*“ 1 , équations aux 

m -+- fl » 

différences finies & partielles dont l’intégration don- 
nera la folution du Problème. En la comparant à celle 
de la page 737 , on trouvera A* 1 =0, 

A* 2= — - — . A* 3 = O . &c , 

- m-hn , 

B* 1 = — - — ,£*2 = 0; donc 

m-hn 

M a ==M x ~ l - 


N* = N*-" — 
P» as P* ~ * — 
&c, = 


m-hn 

n 


m-hn 

n 

m-hn 

m 

m-hn 


M*-*; 

N*", 

■ V >»*-*. 


Mais la première de ces équations donne M * “ 1 = 




(x— 1), car 


mH-n ' 7 m-hn 

lorfque x— 1 , on doit avoir M x ~ l =0 ; donc M* = 

— — - — x. Alors la fécondé équation devient 
m-hn 


= > + 


tm-t-n) 


— (x— • I); d’où l’on tire. 
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«n déterminant la confiante arbitraire comme noua 
venons de faire, N x ~ 1 

( m-t-n y 

X X 




x — x x — 


& par conféquent N*=-— n - a- — — On trou- 

(m-t-ny x 

vera de la même maniéré P* = — x .\ 

(m -+- n j î 

% 

— ; 8c ainfî des autres. Quant à l’équa- 

* * 

tion W>* = — — — p r y,»-t ) e ij e a p 0Ur intégrale ; 

complette Vy>*-' — c( — - — V' 1 ; 0 r comme la 

fuppofîtion de *• = i, doit auffi rendre cette fonction 
nulle; il s’enfuit que dans cet exemple Vy->*=. o. Le 
Problème efl donc réduit à intégrer l’équation que 
voici 


Zy>*» 


m-i-n 


-xZJ-i»*. 4- 


n® * — ,x 

■ x, 


(m-h/i)* 




n* 


(m-j-n)i 




&c — o. 

On fatisfera à cette équation , en prenant 
x>“‘» & x fera donné par i 


=s 


n 


(m-hn)* a® 


AT. 


X— X 


(m-f'/î) A 
nJ 

( w-h/O* AJ 


X 1 


•Z 

f-&c=0, qui n’eft autre que 


~ » . 

^ On ne peut tirer de Celle-çi 



I 


I 


Dit Calcul 

n 
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que cette feule valeur de x , x =s 


m+n 


; ainfi pour 


groir l’intégrale complette demandée , on fera Z* * = 

ILT-* ( — - — V » valeur qui étant fubftituée dans 
V m+n / 

l'équation dont il s’agit. la changera en la fui vante. 


n*’" — *U- f 




+*• 


iLn-'—*'*— x.— 


— n 7- î ’*-t-&x=o , qu’on voit être la meme 


J 

que A" n'’ - =o. Donc Y - 

“ , I . X 


]• 


£ (jy~~ x-4-t) 

*•*•3 • ••(* — O 

Pour déterminer les fondions cl, c2, C3. 

£ qui peuvent renfermer x ; on remarquera que lorf- 
que y=x, il eft certain que Pierre doit perdre, & 
qu’alors la probabilité dej Paul pour gagner doit fe 
changer en certitude. Or en repréfentant la certitude 
par l’unité dont chaque probabilité eft une fradion, 
on verra que Z y,a doit étre=i , lorfque^ = x ; dans 

cette hypothèfe la propofée devient 1 = ” — 

m-t- n 


— - — , & nous apprend que Z y * doit 

être aufli = 1 , lorfque y — x — 1; on trouvera de 
la même maniéré que la fuppofition de y — x — 2 
doit rendre Z y ' a — 1 , & ainfi de fuite. Donc fi l’on 
fait y = I , on aura Z *' *— i,& c 1 = 1 ; fi l’on fait 

7=27 on aura Z y,m = 1, Ôc 1 = — - — (ci-p-c2), 

m-t-n 

d’où 
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I N T fc G R A H 

d’où l’on tirera = fi l’ on fait ^ = 5, 0 n 

auraZ ), '»=Tfr T . — ( n \V T , _ , . 

(ci + 2 c 2 +c 3 )i 

d’où l’on tirera c 3 = ~ i &c. Il fuit de tout cela 
que la probabilité de Paul pour gagner , ou 

J-y-QQ— ) , • 

■ • 

. O 1 *K.y — >) *j 

* • * • 3 *•*•••••••• (a? •— 1 ) J 


On trouvera dans le Mémoire de M. de la Place, cité au 
commencement de l’article précédent, la folution de 
pluiieurs autres Problèmes inte'reffans. C’eft auflï dans 
ce meme Mémoire qu’il a remarqué un très- bel ufage 
du Calcul dont il s agit pour déterminer la nature 
des fondions d apres des conditions données. MM. le 
JVlarquis. de Condorcet & Monge ont fait en même- 
temps la meme remarque. Le Mémoire de M. le Mar- 
quis de Condorcet eft imprimé dans le volume de 
1 Académie de 1771 ; il y en a plufieurs de M. Monge 

5 U °? i tr ,?A Ver , a dans le tome VH des Mémoires pré- 
sentes a 1 Académie par divers Savans, & dans le cin- 
qvnéme volume des Mélanges de la Société Royale 
de 1 unn. Nous terminerons ce Chapitre par réfoudre 
deux Problèmes, ou il fera queftion de déterminer 
les fondions arbitraires dans les intégrales complettes 
de deux équations aux différences parrielles, l’une du 
premier , l’autre du fécond ordre. 

95 • L équation «=F:(»), où * eft fondion de 
x, y Qc î, & ou » ne renferme que x & y peut 

B b b 
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être regardée comme l’intégrale complette de que!- 
qu’équation aux différences partielles du premier ordre. 
Or l’équation a — F:(u) étant propofée, on demande 
de déterminer la fondion arbitraire, pour qu’elle fa- 
tisfaffe à cette condition, qu’en faifant y—X> on 
ait ? = K; par X & K on entend des fondions don- 
nées de x & de confiantes. 

Je fuppofe qu’en mettant dans la propofée X & K 
pour y &. x, on la change en la fuivante As=F:(m'), 
Cela pofé, on fera m=t, t étant une nouvelle va- 
riable ; & loilqu’on aura tiré de cette équation la va- 
leur de x en fondion de t , on mettra cette valeur 
dans A—Fi(m)\ fi par cette fubftitution celle-ci 
devient T— F:(r), comme Tell une fondion dont 
on connoît la forme, il eft clair qu’on connoîtra auf& 
la forme de la fondion défignée par F. 

Je prendrai pour exemple l’équation 


^0- 


a*yV (**-+- y 1 ) 

X-hlJ 


)= F: (y)» qui eft 


J 

( page 2$6 ) l’intégrale complette de y 1 — i- -p, 
yx-^--hxx — axy\/(x i -\-y 1 )i&c je demanderai 

a x 


de déterminer la fondion arbitraire, de maniéré qu’en 
faifant y = *•-+- h , on ait x = x-+~i, h & i étant 
des quantités confiantes. Par cette fubftitution , la 


propofée deviendra (x-\-h'ÿ+ rk \^x i — 

ax(x-*-h)\ /(x x -h(x-bh) 2 ) \ / * * 

}X-¥-ih / * \ x-i-h ) ’ 


or 


x 

fi l’on fait — = r, & que l’on mette 

lion précédente pour x fa valeur — — — 


dans l’équa- 
-> on en ti- 
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rera — ^*4- — (i — O — 

^ \ Donc F: T—') pour fatisfaire à 
la condition requife , doit avoir la forme particulière 


que voici 


ici : ^ 


_hy_ 

y—x 


y -+* 



i y — x 

T T~ 


(iy+x)(y — x ) /* 

Maintenant l’on propofe «=£ F: (w)-f*/:(w) * 
où « eft fonction de x, ^ & où C , « & 7r ne 

renferment que x & jy ; & l’on demande de détermi- 
ner les fonctions arbitraires pour qu’elles fatisfaflent 
aux deux conditions fuivantes; 1°. qu’en faifant^=X, 
on ait ï=K; 2 °. qu’en faifant^=Xi, onaitj=l 1 Ci ; 
par X, Xi, K, Kl on entend des fonctions données 
de x & de confiantes. 

Je fuppofe qu’en faifant fuccelîivement les fubfti- 
tutions précédentes , on tire de la propofée les deux 
équations que voici , 


(A) A=BF:(m)+f:(n), 

(B) Ai=BiF:(ml)-i~f:(ni)} 

Cela pofé, on fera n=st, & lorfqu’on en aura tiré 
la valeur de x en fonction de r, on mettra cette va- 
leur dans l’équation A , qui deviendra par-là 


(C) T=0F;(t)-4-/:CO. 

On fera auiïî m = f,& en opérant fur l’équation B 
comme nous avons fait fur l’équation A , on aura 


(D) Ti=9iF:(Ti)-f./:(r). 


On ôtera l’équation D de l’équation C, ce qui don- 
nera 


Bbb ij 
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(E).TT. «T — Ti = ÔF:(t) — 9iF:(rlj: 

II me refte à traiter l’équation E ; pour cela j’imagine 
une fondion U d’une nouvelle variable u, telle que 
r —U & r i=U', U' étant ce que devient U lors- 
que u devient u-f - 1 ; puis je tire de r—U la valeur 
de t en fondion de U, & par conféquent auflî la va- 
leur t I en fondion de la même quantité ; fi celle-ci 
= U i,j 'aurai U'=U i , équation aux différences fi- 
nies de laquelle, dans beaucoup de cas, je pourrai 
tirer la valeur de U en fondion de u. Je mettrai pour 
t fa valeur en fondion de U dans l’équation E, Sc 
comme par cette fubftitution elle viendra de cette 
forme , 

(K). . . . .!V=zVF: (U) + VlF:(U , )i 

IV, V & Vi étant des fondions données de l/j le 
Problème pourra toujours fe réduire , lorfqu’on aurai/ 
en fondion de u , à l’intégration d’une équation linéaire 
du premier ordre aux différences finies de la même 
forme que célle dont nous nous fommes occupés 
dans le Chapitre précédent. Je vais éclaircir cette 
théorie par un exemple. 

L équation — — \-b~- = o , a 

à. y* dydx dx x 

pour intégrale complette ( n°. 8<5) %=F:(r 
/:(r 2 j-hx) lorfque les racines ri &ra de l’équa- 
tion du fécond degré r 1 -4- ar •\-b = o font inégales. 
On demande de déterminer les fondions arbitraires de 
maniéré qu’elles fatisfaffent aux deux conditions fui- 
vantes, i°. qu’en faifant y=.ax, on ait \—bx r*; 
a°. qu’en faifant^=fc.r, on ait a, b, h, i . 

* & {JL font des quantités confiantes. 

Par ces fubftitutions , on tire de la propofée 

\ 
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l x x =s F : [ ( a r I 1 ) . x ] -+-/ : [ ( a r 2 ■+• 1 ) . x ] , 

i F:[(Ar i -4 - 1 ) . [ ( Ar 2+ 1 ) . j:]. 

Soie (ar 2 +i)*={, & la première deviendra 

— — - = F: l r ) +/:(0> 

(on-Hi)A \ arz-f-i ✓ J 

Soit aufli (hr2-i~ i)x=:t, ce qui changera l’autro 
en celle-ci. 


un 


ir* ir#» _ ✓ ari-f-r \ 

:F:f — -fl 

V an-hi / 


Donc 


(ar i-t-r)* 
hri‘ 


(/irz-+- i>» 




r ari-f-i „ Ært-M TT , » * 

On fera t—U & ■ t = U ; d oü 

cn + i Art-f-i 

Ton tirera U' — RU, en faifant pour abréger ï 

=F.On intégrera cette equa- 

(Àri-t-i)(ari 4 -i) 

lion aux différences finies, & on trouvera t/= fl". 
Mais on a 


J CA 


i(an-f-ï)/*tA 


(ari-t-O* (ar i-fr- 1 )/* (ftrz-f- i}/» 
F:(U')«=— AFî(l/)j donc F:(C/) = 
i(ar»4-i> .. J 


:Fî(l/)« 


-slA- 


2 IA -fi 


[(ari4-i)(Ari4-i)]/* ~ (ari-*-i)* 

confiante. De plus, IF* étant égal à fl' 4 ”, & £ft““à 
lafomme de la progreflion géométrique fl* 4 , fl l <“. . . j 

R* 4 ou à — ■; il efi clair que 2U>=a 

— * 


B b b iij 
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Un — Rn _ . , * . 

— - . On trouvera de la meme manière que 

2 U* = : — j & que par conféquent F : (17) = 

ü*— i 

i f_lLl±J__T f __ r (^»-4-0(^t+o >\ 

L(à — - rt)-* \ L(Arx 4 -i)(arH-i)-« / 
L (h — a)(r t — n) -1 \ 

[ (fcn-+-i)(art-4 - t ) "l*\ _ . » 

—t — ) *+• confiante ; équation * 

(Arr-t-t)(flr 1-4- 1 ) -j / 1 

laquelle on peut donner cette forme plus (impie* 

F:([/)=;r — T— 

1- (h — a)(ri— * ri) J 
i T (hrx + i)U T , „ 

1 L~ - a )(r,-r,) J +C - 


art- 4 -i 


ari-h 


\ . r (an-t-f )r * 1» ^ 

i / 1 L (h— a)(n — r*) J 


con- 


Donc Fi ^ 

bï l‘" + ')l^;+Q< .T+Ci&par 

L (in+i)(i — a)(rx — r») J * 

féquent 

Mo=i r — î — rr. - pv? . ± . y» M t . !? .T) 

L an- f-i J \ L(à— n)(ri — r»)*'/ 

[ (ari-t-i)t *1“ 

Il fuit de tout cela que pour que l’intégrale propo- 
fée fatisfafle aux conditions requifes , il faut qu’elle 
foit 

C (ari-f-i)(ri^ 4 -x)*lM , r(ari •4-i)(»*y-l-x) T 
(A— -a)(r i — rij-l (A— a)(ri — ri) •* 
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L r iy-i-x Y ( . f (fcrt-f-i) (art-f-i) 

ari + i J \ L (A— a)(ri— n) 
( hr x H— 1 ) (r^-t-*) ~|» 

(,/i a) (ri — n) J* 



Nous ne nous étendrons pas davantage fur la dé- 
mination des fondions arbitraires qui entrent dans 
i intégrales complettes des équations aux différences 
irtielles j &c nous terminerons ce Chapitre par re- 
arquer que fi les conditions auxquelles on aura à 
.tisfaire ne peuvent pas s’exprimer algébriquement, 
u, ce qui revient au même, fi elles ne font pas fou- 
îifes à la loi de continuité, il faudra recourir aux 
urfaces courbes pour conftruire les fondions arbi- 
xaires. M. Monge a donné plufieurs de ces conftruc- 
tions dans les Mémoires que nous avons cités ; & ce 
n’eft pas la partie la moins intéreffante du travail de 
cet habile Géomètre. 



B b b iv 


Digitized by Google 


CHAPITRE XII. 

Suite du Chapitre VI fur la Méthode 
des Variations. 


I -J A formule fS Gdxdy, où £ renferme x,yl 
une fonftion ^ de ces variables , & les différences 
partielles de tous les ordres de cette fon&ion; cette 
formule , dis- je , étant propofée, on demande quelle 
feroit fa variation, fi la quantité \ venoit à .varier 
d’une maniéré quelconque. Nous avons démontré 
( n°. 64) que J'fSCdxdy—fSdxdyJ'Ci or fi l’oo 
liippofe 


dC = Ldx-+-Mdy-hNd{ 

4- P d — f — -hQd ----- 4- R d - 

a r*» iïi 


dx 

à* 


dx* 
i'X 


** ’^ + ^'dxd, 


-t-R’ d 




dxi 

dx*dy 

d>i 


dy* dxdy* 

4 -R!"d- 


3 m j ? 


à caufe de ^41 = ^1^41 
dx dx dy 


dyl 


jn . d n 

dy ’ dx* 


dx 1 


, &c, on aura 


J'fSÇdxdy=fSdxdy^NJ'ï 
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dx 

’JÏfl 

dy 


Mais 


I 

N T 

ÏGR 

X t; 

►4- O 


. - 1 P 



dx x ' 


dxi 

4 -Q' 

d x f% 

dxdy 

■+B!. ■ 

difç 

dx z dy 

:+Q" 

d x <t^ 

dy 3. 

■ 4 -ir- 

di<T% 

dxdy x 



H- H'"- 

«b* 


•+• &c 


f sp ~d -^ dxd y—^hfp-j^àxr=spj'xày^ 

SdyJ^j—J'^dxsssSPJ'idy — -Jt 5 ~ > -<f'{dxdy t 

f Spl ^~ dxi y ==z f dxS?, -^J- dy=fFf?dx 

1 Dr — Jpr 

^fdxS-^J'zdy=fPfiix~~J S -j—fidxdy; 

f s Q-77T ixi y= Sd yfl ITT"* *= s< 2 -TT 


dy +J's^L<Tidxdy; \ 

f s v^ d *'>~ s *yfv 

s ISL^dj-f^Ls^ix+fs ^L^dxdj. 


fSV^-ixdy=fdxS<ï 
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dff 


f'^~ 7 ^~ dx ~f dxS 

y( q” 


Calcul 

<J<2" rf/? 




<7 


d J 

i, <i) dx +f s 


dy ~ 

d l Q" 


dy* 


J'idxdy, 


fSR-£±- d xiy = SiyfR 


s Rj B- d r 

dR dt^ 


■Siyf- 

d x R 


dR_ 

dx 


di 
dx * 

dx 


dx = 


dx x 


==s (r 


d 1 *^ 
dx x 


z, + -Z?-'0 d ?-f s -^r*i dxd J‘ 

fl*-£è- dxd >s*>fl- **' 


SR! 


dx x dy 
d x f% 


dy — Sdy f 


dR' 


dx x dy 

d 2 fx 


dx 


dxdy J J J dx dxdy 
dR ' . _✓ dR' dfr d 1 R 

— 7 r^~ s {ir — 


dx=K 


df ç 
dx 


dy + 


dx x dy 


f SR '~I^ dxdj=*SdyfR’ 


dxdy 

SR" d ' tx 


d ’ <f ? 
dxdy 1 
dR" d *<T ? 
dy 1 

dR" 


dx = 

. J}" d *t 


^-f dxsJ Zr^-~ d, 

Wi lx ~f s -^F^ 

fl*& d ‘«-f(r&-Tr J ë- 

d* R"' /*_ diR!" . . 

■+■ ■ y;. 7 ~ *ï dxd y' 


dy i 
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&c j donc ^ ys C dxdy=s 



J'SdxdyS'i 

-4^*4- 

dx 

d’Q _ 
dx 1 

<*. +&c ) 

dP' 

d*Q' 

d>R' 

dj 

dxdy 

dx*dy 


J. 

•d l Q" 

diR" 


ri* 

dy z 

dxdy * 



m. 

diR"’ 

ThfdxfxÇp— 

■s-- 

d*R' ' \ 

d*» +& o 


dQ» , 

d l R" 




dxdy 




d*R!" 



4- 

ày • 


(« 

, d K" 

dx 

-4-&c} 

4- 

dR" 1 




dy 



&c)&c 



î+Sd;^ (P — 

S— 

d*R . 0 ^ 
fa» +&c ) 


*0' , _ 

d*ft 



<7. 

dxdy 

J% J) It 



4-- 

a i\ 


+S^^-(q- 

dR 

- -U 

d* 1 

fkc)+. 



dR’ 




àj. 
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* (v—irr -*- & 0 + -^r * 


dx 

dR" 


77T 


dy 

CR" — &c) &c; 


Il feroit facile de réfoudre un plus grand nombre 
ide P oblémes , en fuivant le même ordre que dans 
le Chapitre VI. Mais nous aurions déliré y joindre 
quelques applications , où nous aurions trouvé 
occafion de faire ufage de ces déterminations & de 
ces conftrudions des fondions arbitraires dont nous 
avons parle à la fin du Chapitre précédent. Nos ten-, 
tatives ont été infrudueufes ; & les queflions phy- 
fiques que nous nous étions propofées, nous ont 
conduit à des équations fi compliquées, qu’il nous 
a été impoflible jufqu’à prêtent d’en tirer des réful- 
tats fatisfaifans» 


FIN. 

* 



Digitized by GoogI 











Digitized by Google 



Digitized by Google 



: * " -- ' 'fr . 

TABLE 

SOMMAIRE. 


PREMIERE PARTIE. 


CHAPITRE PREMIER. 

Du Calcul des Différences en général . 

explique ce que c'ejl que quantités conf- 
iantes & quantités variables . Définition du mot 
différence, page i. 

Trouver les différences du premier ordre des. 
fonctions qui ne renferment qu'une feule variable f 

2 . 

(3 ). Trouver les déférences du premier ordre des 
fondions qui renferment plufieurs variables , 4.. 

(^). Il fl queflion dans cet article des différences 
des ordres fupérieurs 3 & de la maniéré de les trou • 

ver > r 

(5) m Qu' entend- t-on par la fomme d’une différence 

propofée ? Trouver la fomme de x K A x, lorfque n 
efi un nombre entier pofitif quelconque. La Jomme 
dune différence propofée , pour être complette , doit 
néceffairement renfermer une confiante arbitraire , 7. 

(6) . La quadrature de tout efpace curviligne , & 
les Problèmes analogues peuvent toujours Je ré - 


Digitized by Google 


7 66 TABLE 

duîre'à fommer convenablement une différence pro - 
. . pofée, ' io. 

(?)• Formule propre à trouver ce que devient une 
fonâion quelconque , lorfque les variables quelle 
renferme augmentent chacune d'une quantité don- 
née y Jî. 

( 8 ). \ Ufage de la formule précédente , pour trouver 
le terme général d'une fuite propofée , lorfqu'il ejl 
pojjible de parvenir à des différences nulles ; (f 
pour trouver , dans la même hypotkèfe , la fomme 
d'un nombre donné de termes de cette fuite , 12 . 

(p). Autre méthode de for*-'***'- t— fut*** t -Mt^oup 
plus générale que la précédente t 14. 


CHAPITRE II. 

De la Méthode des anciens Géomètres > connue 
fous le nom de Méthode des limites. 

(io). Théorèmes fondamentaux de la Méthode des 
limites , 17. 

(il ). Ufage de ces Théorèmes , pour trouver i°. la 
furface du cercle , ibid. 

( 12 ). 2 °. La furface & la folidité du cône , ip. 

( 13). 3 0 . La furface & la folidité de la fphere , 22 . 
4 0 . Le rapport du cercle & de l'ellipfe , 23. 
p 0 . Le rapport de la fphere & de l'ellipfoïde , 

24. 

( 14). On y explique ce qu'on doit entendre par l'in- 
fini des Géomètres ; ce que c'efl que les afymptotes 
d'une ligne courbe , & ce que c'efl que la j'ornmc 
d'une férié à l'infini , ibid. 

( 17). Ujage de la Méthode des limites pour trou- 
ver les tangentes des lignes courbes 9 27. 


Digitized by Google 



SOMMAIRE. 767 

Propriété de la logarithmique , 2p. 

De la limite du rapport entre la différence de Varc 
d'une courbe quelconque , & celle de Vabfcffe ou 
de l'ordonnée y 31. 

( l 5 ). Du Jigne dont on fe fert pour marquer la limite 
du rapport entre les différences des quantités va* 
viables , ibid. 

( 17 ). Explication de ce qu'on entend par les plus 
grandes & les moindres abfciffes & ordonnées des 
lignes courbes y - 38. 

( 18 ). Vf âge de la Méthode des limites pour Jîmpli • 
fier le Théorème du n°. 7 , lorfque la fonction ne 
renferme qu'une feule variable , 3p. 

( ip ). Comment ce Théorème fert à faire reconnaître 
fi l'ordonnée ou Vabfc ffe , pour laquelle la tangente 
efl parallèle à la ligne des abfcffes ou aux ordon - 

• nées y efl un plus grand ou un moindre y 44. 

Des points d'inflexion & de rebrouffement , 47. 

(20). Ufage de la Méthode des limites pour trouver 
les développées , 4p. 

(ai). Des points multiples , yj. 

(22) . De la méthode inverfe des limites y j6. 

(23) . Ufage de cette méthode , 1*. pour quarrer les 

lignes courbes y p8. 

(24) . 2°. Pour les rectifier y <5i. 

(27). 3°. Pour trouver les fu faces defolides de ré- 
volution y 63. 

(26) . 4°. Pour trouver la folidité des mêmes folides , 

64. 

(27) . f°. Pour trouver les centres de gravité y 6f. 

( 28 ). Théorie du mouvement accéléré & retardé dé- 
duite des principes précédens y dp. 


Digitized by Google 



768 


TABLE 


» 


CHAPITRE IIL 

* # 

Du Calcul Différentiel . 

( ap). Définition du Calcul Différentiel , 72. 

Ce qu'on doit entendre par l'analyfe des infiniment 
petits t 73* 

O/i nomme aujji fluxions ce que nous avons nommé 
différentielles , ' ' 75/ 

(30) . Méthode pour dïffcr entier les fondions algébri- 

ques & tranfcendantes , quel que foit le nombre des 
variables qu'elles renferment , 75. 

(31) . Recherche des équations de condition qui doi- 

vent avoir lieu pour, qu'une différentielle du premier 
ordre foit exalte , 82. 

Notation très-commode pour repréfenter ces condi- 
tions , ( 86. 

Ce que c'efi que fondions homogènes , 8p. 

Comment on peut reconnaître qu'une différentielle pro- 
pofée efi celle d'une for dion homogène , po. 

(32) . De la manière de diffcrentier les fondions qui 

renferment des différentielles , pj. 

Méthode pour transformer une fonction dun ordre 
quelconqtiey dans laquelle une certaine différentielle 
efi regardée comme confiante , en une autre dans la- 
quelle on prendra pour confiante toute autre diffé- 
rentielle , ou dans laquelle aucune différentielle ne 
fera regardée comme confiante , P7. 

( 33 ) - Recherche des équations de condition qui doi- 

vent avoir lieu pour qu'une différentielle dun ordre 
quelconque foit exode , 103. 


CHAPITRE 


Digitized by Google 


SOMMAIRE. 


769 


CHAPITRE IV. 

Des principaux ufages du Calcul Différentiel . 

( 34.). Méthode pour trouver la valeur d'une fondion 
dans certains cas particuliers où elle devient 7, III. 

( 3 J ). Digreffton Jùr la méthode des indéterminées , 

ny. 

( 3 6). Ufage de la formule démontrée n°. 18, pour 
développer les fondions en fériés , 121. 

( 37). Autres moyens offerts par le Calcul Différen- 
tiel pour développer les fondions en Jéries , 127. 

(38). Des Fradions rationnelles , 134,. 

Digreffton fur la maniéré de trouver les fadeurs tri- 
nômes irrédudibles d'une fondion rationnelle en- 
tière , 13 6 . 

(3p). Digreffton fur V ufage dont peut être la méthode 
des indéterminées pour réfoudre une fradion ra- 
tionnelle en fradions ftmples , I41. 

( 40 ). Ufage du Calcul Différentiel pour réfoudre le 
même Problème , 145’. 

(41 ). Des courbes à double courbure , Ij8. 

(42). Des furfaces courbes , iyp. 

(43 ). Suite de V article précédent , 164. 

(44). Ufage du Calcul différentiel pour trouver ce 
que devient une fondion quelconque , lorfque les 
variables qu'elle renferme augmentent chacune dé 1 une 
quantité donnée , 1 69. 

Comment ce Théorème fert à faire reconnaître fi l'or- 
donnée d'une Jurface courbe efi un plus grand ou. 
un moindre , 17O. 
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CHAPITRE V. 

Du Calcul Intégral en général. 

(4J”). Définition du Calcul Intégral , 174. 

Ce quon entend parla méthode des quadratures , 1"]$. 
Formules pour pouvoir transformer les quantités qui 
contiennent des imaginaires en d'autres qui fo 'tent 
réelleSy 177. 

(46) . Ce quon doit entendre par intégrales complettes 

& par intégrales particulières , 178. 

Qu'on peut trouver entre Us variables d'une équation 
différentielle , des relations qui lui fiatisfaffent fans 
- . être comprifes dans quelques-unes de fies intégrales 

-, complettes y ; 17p. 

Une équation différentielle de é ordre n a un nombre n 
d'intégrales compUttes de l'ordre immédiatement 
■ . inférieur y . - 183. 

(47) . De la forme qu'on peut toujours donner à une 

équation différentielle y ibid. 

De la J épar at ion des variables y , 18 y. 

(48) . Autre méthode d'intégrer les équations diffé- 
rentielles en les multipliant par des facteurs y I $6. 

(4 p). Ufiage de la méthode précédente pour intégrer 
. , les équations linéaires de tous les ordres y 203. 
(fO). De d' élimination larf qu'on a un nombre quel- 
conque (T équations linéaires entre un nombre de va- 
riables plus grand d'une unité y 229. 

( yi ). Autre méthode de réfoudre les équations li- 
i..> maires y .. , - . ■• 24p. 

< Md y étant un terme d'une différentielle, exode y 
on propofe de dïfférentier f M d y , * ayy. 

Ufiage de ce Théorème pour réfoudre le Problème des 
trajectoires , 2/7. 
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Dlgrgjfton fur quelques courbes méchaniques > /avoir 
la Jpirale d' Archimède , la fpirale logarithmique , 
& la cyclo'idé y 259. 

Solution de quelques Problèmes de Méchanique re- 
latifs à celui des trajeSoires , 267. 

Ce qtt'oti ehtend par trajeSoires réciproques , 27 i. 

( j3 J. Recherches des tautochrones dans les milieux 
réfifians , . 272. 

( 54). Les récherches fur les trajeâoires & fur les 
tautochrones ayant conduit à des équations aux 
différences partielles , on je propofe dans cet article 
_ d'examiner ce genre particulier d 'équations , 282. 

Il y a une infinité de fadeurs propres à rendre inté- 
grable une même différentielle du premier ordre ^ 
formule qui renferme tous ces fadeurs , 285). 

Lorf qu'une différentielle du premier ordre contient plus 
de deux variables , il y a des équations de condi- 
tion qui doivent avoir heu pour qu'elle fou Jufcep- 
tible de devenir intégrable , 291. 

Intégration de V équation linéaire du premier ordre aux 
différences partielles y 29 jf. 

On prend pour exemple l'équation des courbes tauto- 
chrones t & on parvient à l'expreffion générale de 
la force accélératrice néceffaire pour le tautochro - 
. nijme , . 298. 

( qq ). Des équations aux différences partielles des ordres 
fupcriturs t ' 3Q3. 

Le Problème des cordes vibrantes conduit à une équa- 
tion aux différences partielles du fécond ordre ïf°- 
lutton de ce Problème lorfqu'on Juppofe la corde 
uniformément épaiffe y • -soy- 

.Dés fond ons irrégulières & difcontinues , 309. 

Solution * d'un Problème JUr lë mouvement des fluides 
qui conduit y comme prefque tous les Problèmes 
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de ce genre , à une équation aux différences par- 
tielles y 310. 

( f 6 ). La détermination des fondions arbitraires , qui 
entrent dans les intégrales complettes des équations 
aux différences partielles , pouvant toujours fe ré- 
duire à intégrer des équations aux différences finies , 
on s'occupe dans cet article de ce genre £ équations , 

Intégration de l'équation linéaire du premier ordre 
aux différences finies , 3 1 4* 

On réj'oud enfuite quelques cas particuliers de celles 
des ordres jupérieurs , 316. 

Ujage de ces intégrations pour trouver le terme gé- 
néral d'une fuite récurrente , 3 

Plan de la fécondé Partie de cet Ouvrage , 321. 


CHAPITRE VI. 

De la Méthode des Variations. 

( J 7 >* Théorèmes fondamentaux de cette méthode f 
lorf qu'on fuppofe que les différences font finies ,323. 

Solution de ce Problème : entre tous les polygones 
que l'on peut former avec un même nombre de côtés 
donnés t quel efi celui qui a la plus grande fur- 
face ? 32 6 . 

( 38 ). Les Théorèmes précidens feront encore vrais , 
fi au lieu de fuppofer que les différences font finies , 
on les fuppofe infiniment petites , 328. 

Trouver la variation £une fonâton différentielle quel- 
conque , foit quelle foit ou non fous le figne inté- 
gral, 331. 

($9 ). De maximis & minimis des formules intégrales 

\ indéfinies t 333.. 
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r Autre fokition du même Problème , . 55p. 

( 60 ). De la Brachyflochrone dans un milieu non ré » 
fijlant, 347. 

Du folide de la moindre réfiflance , 334.- 

Problème de Géométrie pure : Trouver la courbe qui 
avec fa développée & un rayon de courbure ren- 
ferme un efpace qui fou un minimum, 336. 

(61). Du Problème des ifopér'unetres , 3 y 8. 

Digrejfton fur la chaînette ou caténaire , 361. 

Digrejfton fur les courbes élafliques , 363. 

(6a). De maximis & minimis des formules intégrales 
indéfinies , i°. lorf qu'elles renferment d'autres for~ 
mules intégrales indéfinies , 364. 

2 °. Lorfqu'elles renferment une quantité donnée par 
une équation qui ejl du premier ordre relativement 
à cette quantité y 368. 

De la Brachyflochrone dans un milieu réfiflanty 370. 

De la courbe le long de laquelle un corps doit défi 
cendre dans un milieu réfiflanty pour avoir à chaque 
inflant la plus grande vitejfe pojftble , 374. 

Hypothèfe particulière fur la réfiflance du milieu dans 
laquelle la coufbe hefouffre aucune preffion , 377. 

( 63 ). Problème qui renferme tous les précédens , & 
qui tonfifle à trouver la variation d'une fondion qui 
n'efl donnée que par une équation différentielle d'un 
ordre quelconque y 378. 

£64). Trouver la furface qui efl la moindre de toutes 
celles qui ont un périmètre donné , 382. 

On demande enfuite que cette furface fait la moindre 
entre toutes celles qui forment des J'olides égaux , 

- . 3 8 f- 

(65). Du principe de la moindre adion , 387. 

Des trajeâoires décrites en vertu d'une force de pro- 
jeâion & d'une feule force tendante vers un centre y 

ibid* 

Ccc iij 


V 


Digitized by Google 



774 


TABLE 


n 


Du mouvement dans les feüions coniques , 3P®- 

Du Problème des. trois corps , $ 94 ' 

SECONDE PARTIES 

— ■ — i - » ■ ■■ — — 

C H A P I T R E , y I I f 

De ^intégration (les formules différentielles qui 
ne renferment qiiune feule variable. 

(66). Des formules différentielles rationnelles , 401. 
"Rendre rationnelles Tés formules différentielles qui ne 
le font pas , ' ' 4 407. 



logarithmes, •- . .... 434 . 

( 6p). Des formules différentielles qu't renferment des 
arcs de cercle & leurs finus cofinus , &c , 434. 

(70). Supplément à ce que nous avons dit dans les, 
" articles 36 & 37 yïir la maniéré de développer les 
fondions en fériés , ... 446. 

< 70 . £>ej différentielles qui font réduü'tbles à lu rec- 
tification de Vellipfe & de F hyperbole, 4^6, 

Exemple de différentielles qui dépendent en outre dt 
la quadrature d'une courbe du troifiéme ordre , 464. 

De la quadrature des courbes du, troifiéme ordre , 

• 468. 

Trouver la fuiface du cône oblique qui a jpçur bafe 

47 2 - 


un cercle. 


.... >v _ 
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'CHAPITRE VIII. 

« « * s ... ) 

De la féparation des variables dans les 
équations différentielles. 

( 7 2 )• Des transformations ufitées pour féparer les 
variables dans les équations différentielles , 474. 

(73 )• Moyen d'y parvenir dans beaucoup de cas , 
en cherchant la valeur d'une des variables en fuite 
infinie , , - .... 4S4. 

(74). Z?e quelques équations différentielles , les 
variables font féparées , qui font intégrables , quoi- 
l ue chaque membre en particulier ne le foit pas , 

• -• - \ . ip8. 

(77 )• folutions particulières des équations 

JifférmtUUes, J2 7 . 

CHAPITRE IX. 

la mamere d'intégrer, des équations diffé- 
rentielles en les multipliant par des faveurs. 

( 76). Des équations différentielles du premier or dre , 

A'V' . •• : •: • ^0. 

<77). Des équations différentielles du fécond ordre\ 

■ ■ " v . ‘ ’ '• ‘ • m- 

(78). Autre maniéré de réfoudre le même Problème , 

■ " ï% 7 ‘ 

(7$)). Suite de V article précédent y - • 5*^3 . 

( 80). Recherche de la formule générale des fadeurs 
propres à rendre exode une différentielle du fécond 
ordre t * 11 - 601. 

Réflexions fur Vufage dont peuvent être les recher - 
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ch es précédentes pour intégrer les équations diffé- 
rentielles du premier ordre , 605". 

(81 ). Des équations différentielles du troijiéme ordre 


& des ordres Jupérieurs , 

6l(X 


CHAPITRE 

t 

X. 

De l'intégration des équations aux 
partielles. 

(82). De quelques transformations dont 

différences 
on peut faire 

ufage dans beaucoup de cas pour intégrer les équa- 

tions aux différences partielles , 

615. 

(8?). Nouvelle méthode pour intégri 

'.r ces fortes 

d'équations , appliquée , l°. à plujieurs équations 

du premier ordre , 

6 3 ° • 

( 84). 2°. A celles du fécond ordre qui J* 

ont linéaires y 

dont on demande , lorfque cela ejl poffible l'inté * 

grale du prem ier ordre y 

* n . \ «0 . . TZ — TT? — y r — 

636. 


( 8y). 3". Aux équations linéaires d'un ordre quel- 
conque , dont on demande , lorfque cela efi poffible , 
l'intégrale de l'ordre immédiatement inférieur , 


......... 

( 86 ). Cer article contient plufieurs exemples qui fer- 
vent à éclaircir la théorie précédente , &59- 

On le termine par démontrer une propofition fuppo- 
fée dans les deux articles précédent ; favoir que 
l'intégrale première d'une équation linéaire aux dif- 
férences partielles ne peut être elle-même qu'une 
équation linéairp s •; ' 666. 

(87 ). Dans cet article on fuppofe que la fonction 
indàerminée de l'équation linéaire d'un ordre quel- 
conque renferme trou variables ; & on demande de 
trouver y lorfque cela eft poffible , l'intégrale prt> 
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miere de cette équation , 667. 

(88) . Des équations linéaires du fécond ordre qui 

n'ont point d'intégrales fucceffives , & def quelles 
cependant on peut tirer la valeur complette de la 
fonction indéterminée , 68 j*. 

Des cordes vibrantes lorfqu' elles ne font point unifor- 
mément épaiffes , 689. 

Sur L'intégration dune équation à laquelle ont conduit 
les recherches fur la propagation du fon, 696. 

Sur l'intégration de quelques autres équations du 

même genre , 697. 

Des équations linéaires du troifiéme ordre & des ordres 
Jupérieurs qui n'ont point d intégrales fucceffives , 
& qui font folubles comme les précédentes , 700. 

(89) . Recherches fur les folutions particulières des 
équations aux différences partielles du premier ordre , 


7 ° 2 - 

Lorfque la folution particulière dune équation du pre - 
mier ordre renferme deux confiantes arbitraires , on 
en peut toujours conclure l'intégrale complette , 706. 
Sur les folutions particulières des équations aux dif- 
férences partielles du fécond ordne~ÿ~~“ 7 ° 7 * 


CHAPITRE XI. 

De Vintégration des équations aux différences 

finies . 

( 90 ). Recherche des équations de condition qui doi- 

• vent avoir lieu , pour qu'une fonction aux diffé- 
rences finies f d'un ordre quelconque , foit la diffé- 
rence exaâe dune fonâion de tordre immédiate- 
ment inférieur y 71 1. 

De maxirais & minimis des formules indéfinies y lorf- 
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que ta fonction qui ejl fous le figne , ejl aux diffé- 
rences fin ies y 7 *3* 

On réjouit enfuite ce Problème qui renferme tous ceux 
du genre du précédent : Trouver la variation d'une 
fondion qui nefi donnée que par une équation aux 
différences finies d'un ordre quelconque , 716. 

( 90 - Sur l' intégration des équations linéaires du fé- 
cond ordre aux différences finies y 717. 

Sur l'intégration des équations linéaires d'un ordre 
quelconque y 722. 

<92 )• Ùe l'élimination lorf qu'on a un nombre quel- 
conque d'équations linéaires ( toujours aux diffé- 
rences finies) entre un nombre de variables plus 

grand d'une unité y 727. 

(S >3 )• Sur l'intégration des équations linéaires aux 
différences finies & partielles y 732. 

( 94). On Je propoj'e de faire voir dans cet article , 
par différentes applications y l'ujage dont peut être 
dans L'analyfe le Calcul Intégral aux différences 

foesy , " ... 743 » 

De Vujçge dont peut être ce Calcul dans la. Théorie 
des probabilités , -, 7^8. 

(97). Sur la détermination des fondions arbitraires 
qui entrent dans tes intégrales complexes des équa- 
tions aux, différences partielles t - - , 75-3. 
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C H A P I T R É ’ 

Suite du Chapitre VL fur là Méthode 

des Variations. 

- * ' •** > 

( $6). Trouver la variation d'une formule intégrale 
indéfinie , lorfque lq fonâlon qui efl fous le double 
Jigne d'intégration f renferme des différences par- 
tielles de tous les ordres , ~ 7 = 5 'JS9' ~ 


, Fin de la Table. 
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2, ligne 21, 2a+* , ‘ life\ 2ax+-x i 

Page 47 , ligne lO , maximum life\ minimum 

Page 47, ligne 4, ( 1 -h x y life\ ( I -+-**)* 

Page 61 , ligne if, l’un & l’autre U[e\ l’un ou l’autre 

1 _ * ^ 

Ibid. ligne 1 7 , x 7 life\ x * 

Page 77, ligne II , (a 1 -!-* 1 )^* life\ (a*-+-2x i )dx 

Page 8b, lignes u .Cr 13, r‘ 4 r life f rdi 

Page 82, ligne 10, e“ydy life\ e u ydu 

T» ... <f*u 

Page 125, ligne *6. -H 3 -7^- k/ef 
Page 132, ligne 13,1 
Ibid, ligne 15 , Cfa ^=*ï -f-Cx-4 


Page 132, ligne 13 , I -+-* lifei 1-+-6.* 

C* 

x* 4 - 

1 . z 

c ( ci + 0 . 


1.1.3 

m t *> 

Page 18 1 , ligne 2, e »** li/ef e xml 

Page ipo, ligne /, e ( ^ * Ufe\ 

Page 21 1 , ligne 6 1 
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Pige 274, ligne 14, A dq^QdA , lifeq 
Adq-i-qdA / 

Pige 477, ligne 10, life( eft homogène en x t y} 

dx, d y , d'y, en faifant ~~=p, o, 

dx dx * 

puis y = ux . . . . 

Voilà les feules fautes elentielles que j’aie encore 
remarquées; je ne doute pas qu’on n’en rencontre 
d’autres ; on fait la difficulté qu’il y a d’ipprimer cor- 
reâement ces fortes d’Ouvrages. 
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